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Vorwort  des  Übersetzers. 


Bohnenbergers*)  wertvolle  Abhandlung  „Da  compiitandis  di- 
luensionibus  trigonoraetricis  in  superficio  terrae  sphaeroi- 
dica  institutis  conimentatur  Joan.  Theophil.  Fnder.  Bohnenherger'^ 
erschien  1826  als  Programm  der  Universität  Tübingen  und  enthält  in 
einfachster  Form  einen  vollständigen  Abriss  der  elementaren  Aufgaben  der 
höheren  Geodäsie  Insbesondere  sind  in  der  Schrift  die  Rechnungsmethoden 
der  württembergischan  Landesvermessung  mitgeteilt. 

Das  Vorbild  der  letzteren  war  die  Vermessung  des  Königreichs 
Bayern,  an  deren  Spitze  der  Steuerrat  Soldner**)  stand.  Die  höchst 
zweckmässigen  Soldner  sehen  (rechtwinkligen  sphärischen)  Coordinaten,  an 
welche  sich  unmittelbar  die  für  die  Detailaufnahmen  notwendigen  recht- 
winkligen ebenen  Coordinaten  anschliessen ,  haben  sich  von  Bayern  aus 
rasch  bei  den  meisten  Landesvermessungen,  zunächst  in  Württemberg, 
Baden,  Hessen  eingebürgert.  Auch  die  von  Bohnenherger  angegebenen 
Rechnungsmethoden  stimmen  ganz  mit  den  zuerst  von  Soldner  aufgestellten 
überein  ***). 

Es  fehlt  zwar  nicht  an  Schriften,  welche  sich  vollständig  auf  die  kleine 


*)  Bohficnberger  wurde  am  5.  Juni  1765  in  Simniozheim  geboren  und  starb  am 
19.  April  1831  als  Professor  der  Mathematik,  Astronomie  und  Physik  in  Tübingen; 
>scit  1818  stand  er  an  der  Spitze  der  württembergischen  Landesvermessung.  Dankens- 
werte biographische  Notizen  über  Bohuenberger  hat  in  jüngster  Zeit  Dr.  Ofterdingcr 
gegeben ,  vgl.  Johann  Göttlich  Friederich  von  Bohnenherger.  Separat-Abdruck  aus 
Matheniat.-naturwiss.  Mitteilungen,   herausgegeben  von  Bökleii.     II.     Tübingen  1885. 

**)  Soldtier  (*1773(?),  f  1833)  wurde  1808  zum  Mitglied  der  K.  Steuer-Kataster- 
Kommission,  1811  zum  Steuerrat,  1815  zum  Astronomen  der  K.  Sternwarte  ernannt. 

***)  Von  Bayern,  welches  in  Deutschland  die  erste  umfassende,  nicht  nur  für 
topographische  Zwecke  bestimmte,  sondern  als  Grumllage  einer  nachfolgenden  Katiistcr- 
vormessung  dienende  Triangulierung  erhielt,  ging  überhaupt  am  Anfang  unseres  .Tahr- 
hunderts  eine  grosse  Anregung  in  geodätischen  Dingen  aus.  Eine  interessante  Zu- 
sammenstellung über  den  Einfluss  der  bayrischen  Landesvermessung  auf  andere  geo- 
dätische Arbeiten  findet  sich  in  einem  Promemoria  des  Steuerrats  Possdt  (1864), 
welches  in  Jordan  und  Steppes,  Das  deutsche  Vermessungswesen,  Band  I.  Stuttgart 
1882.  S.  241,  abgedruckt  ist. 
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Abhandlung  Bohncnbcr<jcr''A  stützen  oder  welche  den  wesentlichen  Inhalt 
derselben  reproduzieren*);  gleichwohl  glaubte  ich  mit  der  vorliegenden 
Übersetzung  vor  allem  den  Studierenden  der  Geodäsie  einen  Dienst  zu 
erweisen.  Dieselbe  hält  sich  mit  möglichster  Treue  an  das  Original,  so 
dass  die  in  einzelnen  §j<  des  Anfangs  sich  findenden  Weitläufigkeiten  der 
Entwickelungen  beibehalten  sind**);  nur  wo  es  unumgänglich  schien,  sind 
einige  kleine  Einschiebungen  und  Auslassungen  gemacht  worden.  Die  Be- 
zeichnungen sind  da  und  dort  verändert,  insbesondere  habe  ich  überall  die 

Zahl  ü"  =  180.60.60  ^  206  264,"806  an  Stelle  von  -J^^  gesetzt;  der 
^  n  sin  1 

Gebrauch  der  ersteren  Zahl  ist  jetzt,  in  Deutschland  wenigstens,  all- 
gemeiner als  der  der  letzteren,  und  wie  mir  scheint,  ganz  mit  Recht. 
Ferner  habe  ich  einige  Anmerkungen  unter  dem  Text  und  mehrere  Figuren, 
deren  Aufnahme  mir  für  das  leichtere  Verständnis  zweckmässig  schien, 
beigefügt;   auch  ein  Inhaltsverzeichnis  ist  beigegeben. 

An  Stelle  der  von  Bolinenhenjer  benützten  Dimensionen  des  Erd- 
sphäroids,  nämlich  grosse  Halbaxe  =  6376604»,  (=3271670/),  Ab- 
plattung =3—,  über  deren  Ursprung  das  unten  citierte  Werk  von 
Kohler,  S.  298,  nachzusehen  ist,  habe  ich  die  BesseCsoXxm  Elemente  ein- 
geführt,  nämlich  a  ^  6  877  897,155  m   und  —"^  =  2^^52828^  (vgl-  S.  10 

et  ' 

und  Tafel  IL),  und  an  Stelle  der  Toise  wurde  das  Meter  als  Längen- 
mass  benützt.  Bei  der  Nachrechnung  der  Zahlenbeispiele  haben  sich 
einige  kleine  Versehen  der  BoJmenbergerschen  Rechnungen  gezeigt, 
im  ganzen  stimmen  aber  die  Resultate  sehr  gut  mit  den  unten  ange- 
gebenen überein. 

Die  Längen  der  Dreiecksseiten  habe  ich  ganz  unverändert  aus  Bohnen- 
berger  ül)ernommen.  Die  Bohnenberger^schen  Entfernungen  sind  hervor- 
gegangen aus  der  sphärisclien  Bereclnuuig  des  württembergischen  Trian- 
gulierungsnetzes  mit  Zugrundlegung  eines  Kugelhalbmessers,  dessen  Loga- 
rithmus gleich  6.51  5549  u)  =  6.  80 5369 (»0  ist,  während  demselben  Halb- 
messer bei  den  neuen  Erddimensioneu  der  Logarithmus  6. 80 5458 (»0 
entspricht  (vgl.  S.  22).  Damit  wären  also  die  Excesse  der  Dreiecke  und 
die  Längen  der  Dreiecksseiten   etwas  zu   verändern;   aber  diese  Verände- 


*)  Um  nur  eine  anzuführen :  Kohler  ilruckt  in  seinem  in  der  Anmerkunff  S.  23 
angeführten  Werk  über  die  württenibergische  Landesvermessung  (S.  85 — 102  und 
S.  2!t8 — o04)  die  ]iohnenbcnjt:r'i;dic  Abhandlung  im  Original  ab,  leider  auch  mit 
nahezu  sämtlichon  Druckfehlern  des  letzteren. 

**)  Die  letzteren  sind  vermieden  in  der  Wiedergabe  der  Bohnenberffcr'schen 
Schrift,  welche  sich  in  Jordan,  Handbuch  der  Vermessungskunde,  Band  II.  Stuttgart 
1878  (S.  132-140,  204-201  und  311—317)  findet. 


rangen  sind  vollständig  verschwindend.  Der  Exccss  des  grössten  bei  der 
württenibergischen  Triangulierung  vorkommenden  Dreiecks  (Solitude — 
Katzenbuckel— Ciilmit)  beträgt  bei  dem  Bohnenberger  sehen  Halbmesser 
13",58,  bei  dem  zweiten  angegebenen  Halbmesser  13",5744,  so  dass  bei 
Berechnung  des  Dreiecks  nach  dem  Leg endre'' sehen  Satz  die  reduzierten 
Winkel  in  beiden  Fällen  um  nur  je  0",002  sich  unterscheiden  würden. 
Schon  die  Basismessung  für  sich  allein,  ohne  die  dagegen  weit  über- 
wiegenden Fehler  der  Triangulierung  selbst,  ist  nicht  so  genau,  dass 
dieser  Unterschied  irgendwie  in  Betracht  käme;  die  Genauigkeit  der  ganzen 
württembergischen  Triangulierung  überhaupt  ist  auf  Grund  der  Anschlüsse 
an  die  Nachbarstaaten  sehr  überschätzt  worden. 

Nach  einer  Mitteilung  von  Bohnenberger  selbst  sollen  die  bei  der 
Messung  der  Basis  verwendeten  gusseisernen  Messstangen  genau  nach  der 
Länge  der  Peru-Toise  abgeglichen  gewesen  sein.  Eine  neue  Vergleichung 
der  Messstangen  mit  ihrem  ürmass,  einer  Kopie  der  Toise  du  Perou,  und 
mit  zwei  Normalmetern  durch  Herrn  Professor  v.  Zech*)  hat  nun  aber 
ergeben,  dass  die  fünf  Messstangen  jetzt  zusammen  um  0,803  Pariser 
Linien,  d.h.  um  0,000  09294  ihrer  nominellen  Länge  (10  Toisen),  welche 
von  Bohnenberger  als  genau  vorhanden  vorausgesetzt  wurde,  zu  lang 
sind.  Wenn  auch  anzunehmen  ist,  dass  ein  Teil  dieses  Betrags  durch 
Veränderung  der  Länge  der  Stangen  seit  der  Zeit  ihrer  Benützung  erklärt 
werden  muss,  so  wird  doch  sicher  anzunehmen  sein,  dass  die  Angabe  für 
die  Länge  der  württembergischen  Basis  um  einen  verhältnismässig  grossen 
Betrag  erhöht  werden  müsste  (vgl.  die  Anmerkung  S.  23).  Eine  voll- 
ständige Neuberechnung  des  ganzen  württembergischen  Dreiecksnetzes  ist 
übrigens  ohnehin  nicht  durchzuführen,  da  die  Originalbeobachtungen  der 
Winkel  nicht  mehr  vollständig  vorhanden  sind. 

Von  den  der  Schrift  angehängten  Tabellen  ist  die  Tafel  L  eine 
genaue  Wiedergabe  der  Bohnenberger  sehen  unter  Vergleichung  mit  anderen 
entsprechenden  Tafeln  (z.  B.  Gauss  und  Barsch,  vgl.  die  Anm.  unten); 
nur  ist  die  Tafel  gegen  den  Schluss  etwas  gekürzt.  Die  Tafel  II. 
reicht  bei  Bohnenberger  von  47"  bis  51'^  der  Breite;  ich  habe  in  der 
vorliegenden  Übersetzung  die  Tafel  IL,  welcher,  wie  oben  bemerkt,  die 
BesseVsehen  Erddimensionen  zu  Grund  liegen,  bis  55"  Breite  ausgedehnt, 
so  dass  sie  für  ganz  Deutschland  ausreicht. 

Die  Zahlen  dieser  Tafel  sind  mit  Hilfe  der  10-stelligen  Tafel  der 
Werte  von  log  W  =  log^/\  —  e^sin^B  von  Hehnert  berechnet**)  und  mit 


*)  Vgl.  Gcneralbcricht  über  die  Europäische  Gradmessung  für  das  Jahr  1869. 
Berlin  1870.     S.  68  und  69. 

**)  Uelmert,  Die  mathematischen  und  physikalischen  Tlicorien  der  höheren 
Geodäsie,   I.  Teil.   Leipzig  1880.    S.  623  und  C'Jl. 


—     VI     — 


mehreren  anderen  Tafeln,  welche  sich  ebenfalls  auf  die  Bessd" achen  Ele- 
mente beziehen,  verglichen  worden*).  Die  P.  pr.  für  die  üiff.  121,  120 
bei  lofiM,  welche  gegen  den  Schluss  der  Tafel  vorkommen,  und  die  für 
die  Diff.  43  bei  loij  N,  welche  sich  nur  einmal  findet,  sind  weggeblieben. 


*)  Nämlich  mit  den  folgenden: 

Bremiker,  Studien  über  höhere  Geodäsie.  Berlin  1869.  S.  74 — 70  giebt  6-stelligc 
Logarithmen  der  Krümmungsradien  für  Breiten  von  30"  bis  64^»  und  für  Azimute  von 
0'>  bis  90''  je  von  Grad  zu  Grad. 

Gauss,  Die  trigonometrischen  und  polygonomctrischen  Rechnungen  in  der  Feld- 
raesskunst.  Berlin  187tj,  II.  Teil.  Die  Tafel  I.  enthält  7-stellige  Logarithmen  der 
Hanptkrüinraungshalbmesser  für  Breiten  von  440  bis  56'»  von  Minute  zu  Minute,  die 
Tai'el  IL  5-steUige  Logarithmen  von  r  —  }/)•,  ro  nebst  den  zur  Rechnung  mit  Söldner'- 
sehen  Coordinatcn  erforderlichen  Funktionen  von  r. 

Jordan  giebt  a.  a.  0.  S.  48  vmd  4ft  7-  (8-)  stellige  Logarithmen  der  Haupt- 
krümmungshalbmesser und  5-stellige  der  mittleren  Ra'lien  für  Polhöhen  von  0^  bis  90'^ 
bezw.  von  46"  bis  ö4o,  S.  50  Funktionen  der  mittleren  Krümmungshalbmesser  und 
S.  2H6  und  287  eine  7-  (8-)  stellige  Tafel  der  log  M  und  log  N  für  Breiten  von  45" 
bis  55"  mit  dem  Intervall  10'. 

liechnungscorschriften  für  die  trigonometrische  Abteilung  der  Freuss.  Landes- 
Aufnahnie.  l.  Ordnung.  Berlin  1878  geben  7-  (8-)  stellige  log  M  und  log  N  für  Breiten 
von  470  bis  57"  von  Minute  zu  Minute. 

Jfehm  giebt  in  den  Mitteilungen  des  K.  K.  Militär  -  Geographischen  Institutes 
III.  Band.  Wien  1883.  S.  137-177  eine  10- (11-)  stellige  Tafel  der  Hauptkrümmungs- 
halbmesser und  der  mittleren  Krümmungshalbmesser  für  Breiten  von  40"  bis  51"  30' 
mit  dem  Intervall  1'. 

Börsch,  Anleitung  zur  Berechnung  geodätischer  Coordinaten.  Cassel  1885   bietet 

ö.  130 — 141  7- (8-)  stellige  Logarithmen  von  ^^  und  -^,  sowie  von  anderen  Funktionen 
der  Hauptkrüramungshalbmesser   für  Breiten   von  360  bis  71"  von  10  zu  10  Minuten. 

Stuttgart,   19.  Mai  1885. 


E.  Hammer. 
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§  1. 


Die  gegenseitige  Lage  von  Punkten  auf  der  Erdoberfläche  wird  am 
zweckmässigsten  bestimmt  durch  eine  Reihe  von  Dreiecken,  welche  in  der 
Art  mit  einander  verbunden  sind,  dass  jedes  derselben  mit  dem  folgenden 
eine  Seite  gemeinschaftlich  hat.  Wenn  nämlich  in  diesen  Dreiecken  alle 
Winkel,  sowie  irgend  eine  Seite  gegeben  sind,  so  wird  man  alle  übrigen 
Seiten  berechnen  können;  dabei  darf  man  ein  solches  Dreieck  als  eben 
arisehen,  so  lange  seine  Fläche  nicht  mehr  als  etwa  4  geogr.  Quadrat- 
meilen *)  beträgt.  Die  gemessenen  Horizontalwinkel  **)  sind  unter  der 
Voraussetzung  einer  kugelförmigen  Gestalt  der  Erde  die  Winkel  von 
sphärischen  Dreiecken  und  die  Winkelsumme  jedes  sphärischen  Dreiecks 
ist  grösser  als  zwei  Rechte.  Der  Überschuss  über  zwei  Rechte,  welcher 
sphärischer  Excess  heisst,  verhält  sich  zu  vier  Rechten,  wie  die  Fläche 
des  Dreiecks  zur  Oberfläche  der  Halbkugel,  welcher  dasselbe  angehört; 
deshalb  beträgt  der  Excess  eines  auf  der  Erdoberfläche  liegenden  Dreiecks 
von  einer  geogr.  Quadratmeile f)  Flächeninhalt  nur  0",28.  Man  wird  so- 
mit das  ganze  Dreiecksnetz  in  die  Ebene  ausbreiten  können,  so  zwar,  dass 
daljei  jedes  Dreieck  sehr  nahe  mit  dem  ihm  anf  der  Kugel  entsprechenden 
übereinstimmt,  während  die  Figur  im  ganzen  umsomehr  verzerrt  wird,  je 
mehr  Dreiecke  ihr  hinzugefügt  werden.  Wenn  die  beobachteten  Winkel 
derart  korrigiert  werden,  dass  die  Summe  derselben  in  jedem  Dreieck 
zwei  Rechte  beträgt  und  die  Summe  der  sämtlichen  um  einen  Punkt 
lierumliegenden  Dreieckswinkel  gleich  vier  Rechten  ist,  so  werden  die 
Winkel  am  Umfang  des  Polygons,  dessen  Umgrenzung  von  den  äussersten 
Dreiecksseiten  gebildet  wird,  um  einen  gewissen  Betrag  zu  klein.  Ist  n 
die  Anzahl  der  Seiten  dieses  Polygons,  so  ist  die  Summe  der  Winkel  am 
Umfang  des  ebenen  Polygons  {2n—4)  Rechte;   dieser  Summe  muss  der 

*)  Gleich  ca.  220  <iic,>,. 

**)  Es  befindet  sich  hier  im  Text  noch  die  Bemerkung,  dass  die  gemessenen 
Winkel  unter  Umständen  erst  auf  den  Horizont  zu  reduzieren  seien;  da  neuerdings 
für  f^eodätische  Zwecke  keine  Positionsvvinkel  mehr  gemessen  werden,  so  ist  diese  Be- 
merkung hier  und  an  einigen  folgenden  Stellen  weggelassen. 

t)  Sö'/^m.  Anm.  d.   Üh. 

Boli  npii  J)PrKcr -Ilainmer,   ÜPrechinnit,'  d.  tri»?.  Mpss.  1 
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sphärische  Excess  des  Polygons  hinzugefügt  werden,  damit  die  Summe  der 
Winkel  am  Umfang  des  sphärischen  Polygons  entsteht.  Da  dieser  Excess 
sich  zu  vier  Kechten  verhält  wie  die  Fläche  des  Polygons  zur  Oberfläche 
der  Halbkugel,  so  darf  derselbe  weiterhin  nicht  vernachlässigt  werden;  er 
wird  sich  bei  der  Messung  der  AVinkel  selbst  zu  erkennen  geben,  wie 
auch  immer  die  Eckpunkte  der  Dreiecke  unter  sich  verbunden  sein  mögen. 
Es  kommen  bei  Messungen  auf  der  Erdoberfläche  häufig  Dreiecke  vor, 
deren  Excess  so  gross  ist,  dass  er  jedenfalls  nicht  vernachlässigt  werden 
kann,  und  es  fragt  sich  nun,  ob  solche  auf  der  sphäroidi sehen  Erd- 
oberfläche liegende  Dreiecke  als  sphärische  Dreiecke  betrachtet  werden 
dürfen,  welcher  Erdradius  dabei  in  Rechnung  zu  bringen  ist  und  wohin  am 
zweckmässigsten  der  Kugelmittelpunkt  verlegt  werden  soll.  Diese  Unter- 
suchungen gehören  der  sogen,  höheren  Geodäsie  an  und  schon  längst 
haben  sich  die  Geometer  damit  beschäftigt,  so  dass  wohl  kaum  etwas 
Neues  wird  hinzugefügt  werden  können.  Nichtsdestoweniger  erschien  es 
angezeigt,  die  bisher  befolgten  Methoden  genauer  zu  untersuchen  und  die 
Fehler,  welche  man  bei  ihrer  Anwendung  begeht,  zu  bestimmen.  Die 
Lösung  aller  hierher  gehörigen  Aufgaben  wird  deshall)  im  folgenden  zu- 
sammengestellt werden. 


§2. 


Die  Oberfläche  der  Erde  werde  als  diejenige  eines  Sphäroids  voraus- 
gesetzt, welches  durch  Drehung  einer  Ellipse  um  ihre  kleine  Axe  entsteht. 
Setzt  man  die  grosse  Halbaxe  der  erzeugenden  Ellipse  gleich  a,  die  kleine 
Hall)axe  gleich  b,  so  ist,  wenn  man  diese  Axen  als  Coordinatenaxen  nimmt. 


(^)     GT- (•!)  =  • 


/^y^"^ 

^ 

""""^--^ 

tC.        •* 

N^ 

/  ivX  -^. 

a. 

\i     X  ^ 

) 

\!*'             X 

c                                   j 

k N 

9o°-  f        y 

Zieht  man  (vgl.  Fig.  1)  in  dem 
Punkt  (a;,  y)  der  Ellipse  die  Nor- 
male und  ist  g)  der  Winkel,  wel- 
chen die  letztere  mit  der  grossen 
Axe  bildet,  so  ist  gp  die  geogra- 
phische Breite  jenes  Punkts  und 
die  Länge  der  Subnormalen  ist  gleich 
y  ctg  (jp.  Aus  der  Theorie  der  Kegel- 
schnitte ist  bekannt,  dass  diese  auch 

gleich    —^x  ist,  somit  wird 


(2)  A-.r  sin  q     -  a^t/  cos  gi, 


—    B    — 
Bezeichnet  man  mit  e  die  Excentricität  der  Meridianellipse,  ist  also 

(3)  f,2^2^^2_^2^ 

so  erhält  man  durcli  Kombination   der  Gin.  (1)  und  (2)  die  Coordinaten 
(.r,  ?/)  ausgedrückt  in  Funktion  der  Breite  qp,  nämlich 

acos  (j) 


(4)  I  X  = 


y  1  —  e^  sin^  (p 


I  a(l  —  ^^)  sincf) 

(^)  \  y  —  Tr 


VT 


e"^  sin^  (fi 


Ist  ferner  vi  die  Strecke  der  Normalen  zwischen  dem  Um- 
fang der  Ellipse  und  der  kleinen  Axe,  so  ist  vx  =  xsecq^  oder 
gemäss  Gleichung  (4) 

(6)  n  =     r ^ ' 

Setzt  man  die  Strecke,  welche  die  Normale  auf  der  kleinen  Axe,  vom 
Ellipsenmittelpunkt  aus  gerechnet,  abschneidet,  gleich  c,  so  ist  c  —  xtffq—y 
oder  nach  Substitution  der  Werte  der  Coordinaten  c^•,  y  aus  (4)  und  (5) 

ae^sinq)  „    , 

(7)  c  =  -^ —  =  riC^  sin  q. 

Y  1  — e^sm^q 

Bezeichnet  man  den  zu  dem  angenommenen  Punkt  führenden  Halb- 
messer der  Meridianellipse  mit  7/,  so  geben  die  obigon  Gleichungen,  da 

R^   =   .^2   +   7/2    igt^ 

1  —  e'^sirfcp 
Ist  endlich  ro  der  Krümmungshalbmesser  der  Meridianellipse 

in  dem  angenommenen  Punkt,  und  ^j  =  -— ,  d.  h. />  der  Krümmungshalb- 
messer der  Meridianellipse  im  Endpunkt  der  kleinen  Axe*),  so  ist,  wie 
aus  der  Theorie  der  Kegelschnitte  bekannt,   r2p^  =  rj,   also  gemäss  (3) 

P  =     , ;  führt  man   in  die  vorstehende   Gleichung  den  Wert  von 

Vi   aus  (6)  ein,    so  erhält  man 

«(1— <?2) 


(9)         r,  = 


{l  —  e^  sin^  (pyi' 


*)  Bohnenherger  bezeiclinet  hier  und  an  einigen  ff.  Stellen  den  Wert  p  =  — 

als  Halbpaiamoter  der  kleinen  Axe,  entsprechend        =  dein  Halhparameter  der  grossen 

Axe,   d.  li.   der  Ellipsenordinate  im  reellen  Brennpunkt.     Da  diese  Bezeichnung  nicht 
mehr  gebräuchlich  ist,  so  habe  ich  sie  überall  weggelassen.  Anni.  d.  Üb. 


§  'i. 


Wenn  man  das  angenommene  Sphäroid  durch  irgend  eine  Ebene 
schneidet,  so  ist  die  Schnittligur  eine  Ellipse,  welche  für  den  Fall,  dass 
die  Schnittebene  mit  dem  Äquator  zusammenfallt  oilor  mit  dem  letzteren 
parallel   liegt,   in   einen  Kreis  übergeht.     Ein  Schnitt  durch  die  Axe  des 


Ellipsoids  liefert  einen  Erdmeridian, 
beliebige  andere  Ebene  geschnitten; 


Das  Ellipsoid  werde  nun  durch  eine 
man  ziehe  ferner  senkrecht  zu  der 
Schnittlinie  dieser  Ebene  mit  dem 
xVquator  einen  Durchmesser  des  letz- 
teren und  lege  durch  diesen  Durch- 
messer eine  Meridianebene.  Es  soll 
nun  (Fig.  2)  die  ( Jleichung  der  Schnitt- 
ellipse bestimmt  werden,  bezogen  auf 
dieAbscissen  t,  welche  auf  der  Durch- 
schnittslinie der  Schnittebene  mit  der 
zuletzt  genannten  Meridianebene  vom 
Schnittpunkt  dieser  ^Axe  mit  der 
Äquatorebene  aus  gezählt  werden,  und 
auf  die  dazu  senkrechten  Ordinaten  n. 
welchen  die  Axe  der  i  mit  der  Axe  des 
die  Strecke  der  letzteren  Axe  zwischen  der 
Schnittebene  und  der  Äquatorebene;  diese  Strecke  e  geht  für  den  Fall,  dass 
die  l  Axe  Normale  der  Ellipsoidfläche  ist,  in  die  mit  demselben  Buchstaben 
bezeichnete  Strecke  in  (7),  §  2,  über.    Die  Gleichung  der  Fläche  <  es  Spliä- 


FiRur  2. 


Es  bezeichne  &  den  Winkel, 
Sphäroids  einschliesst,   und  c 


roiasistnun  (-)V(|^)+Q=1, 


C 


-^)^-c-^-"y- (:)='• 


wobei  mit  den  vorstehenden  Bezeichnungen  x  ~  c  .  lg  Q 
y  =  tcosQ.     Damit  erhält  man  also  die  Gleichung 
'c.tgB  +  t  sin  0  ^  ^      n  cos  G 

welche  auf  die  Form  gebracht  werden  kann: 

In  einfachster  Gestalt  kann  man  mit 

(1  —  e^)csm0  tg& 


t  sin  0   und 


-f2)(rt2__^2/,,20) 


t 


t 


1  -e'' 


& 


die  Gleichung  folgendermassen  schreiben: 


dabei  ist 


5     — 


1  —  e^  sin^  & 


(2)       //  =  — lind 

1  — e^sin^& 


(3)  (t    ^    ((  2      •    2  ^ 

Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt 

Die  Sclinittkurve  ist  demnach  eine  Ellipse  mit  den  Axen  2a'  und  2/>'. 
Aus  der  Gleichung  (4),  deren  rechte  Seite  bei  gegebenem  e  nur  von  0 
abhängt,  geht  hervor,  dass  alle  Schnitte,  welche  parallel  zu  der  angenom- 
menen Ebene  gelegt  werden,  ähnlich  sind,  sowie  dass  «',  welches  der 
Konstruktion   zufolge  stets  parallel  zur  Äquatorebene  liegt,  die  grössere 

Halbaxe  ist.     Bezeichnet  man  den  Ausdruck  ~r  mit  j/  (so  dass  also  // 

der  Krümmungshalbmesser  der  Schnittellipse  im  Endpunkt  ihrer  kleinen 
Axe  ist),  so  erhält  mau  mit  den  Werten  von  a    und  //  aus  (2)  und  (3): 

Setzt  man  lum  voraus,  der  geführte  Schnitt  enthalte  die  Normale, 
welche  im  Punkt  zur  Breite  (^i  gezogen  wurde,  d.  h.  der  Schnitt  sei  ein 
Normalschnitt  dieses  Punkts,  so  ist  g,  -f-  0  =  90"  und  somit  c  — 
)\  c^sin^!  [§  2,  (7j]  und  r\  =  a^t-^  +  f^;  es  ist  also  gemäss  (5) 

y  1  —  e^stn^  if 
Da  nun,  wie  oben  bemerkt,  p  der  Krümmungshalbmesser  der  Schuitt- 
ellipse  im  Endpunkt  ihrer  kleinen  Axe  ist,  so  ergiebt  sich  der  Satz: 
Zieht  man  in  einem  beliebigen  Punkt  der  Oberfläche  des  Sphä- 
roids  die  Flächennormale,  so  ist  die  Strecke  derselben  zwischen 
dem  Punkt  und  der  Ellipsoidaxe  gleich  dem  Krümmungshalb- 
messer einer  auf  dem  S p h ä r o i d  liegenden  Ellipse  in  jenem 
Punkt,  deren  Ebene  senkrecht  steht  auf  der  Meridianebene  des 
Punkts  oder:  die  Strecke  der  Flächennormalen  zwischen  dem  an- 
genommenen Punkt  des  Ellipsoids  und  der  Axe  des  letzteren  ist 
der  Krümmungshalbmesser  des  ersten  Vertikals*)  jenes  Punkts 
(Querkrümmungshalbmesser).    Diese  Konstruktion  scheint  im  Pol  des 


*)    Der  erste  Vortikalschnitt  eines  Punkts  entsteht,   wenn  man  durch  die 
Flächennormale  des  Punkts  eine  Ehene  legt,  deren  Ebene  senkrecht  zur  Moridianebene 
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Sphäroids  nicht  zur  Bestimmung  des  Krümmungshalbmessern  zu  führen. 
Für  diesen  Fall  ist  jedoch  als  Krümmungsmittelpunkt  derjenige  Punkt  zu 
nehmen,  welchem  sich  der  Schnittpunkt  der  Normalen  mit  der  Axe  bei  zu- 
nehmender Breite  unbegrenzt  nähert;  und  aus  Formel  (6)  erhält  man  den 
Wert  des  Krümmungsradius  für  diesen  Grenzfall  mit  g-  =  90^,    nämlich 


n  — 


VT^ 


h 


M. 


Es  erübrigt  noch  die  Bestimmung  des  Krümmungshalbmessers  für 
einen  beliebig  angenommenen  Vertikalschnitt.  Es  sei  q  die  geographische 
Breite  des  Punkts,  in  welchem  die  Flächennormale  gezogen  ist  und  a  der 
Winkel  einer  durch  diesen  Punkt  gehenden  Vertikalebene  (Normalebene) 
mit  der  Meridianebene  des  Punkts  oder  das  Azimut  des  Vertikalschnitts, 
gezählt  von  der  Nordrichtung  des  Meridians  aus  gegen  Osten.    Legt  mau 

(vgl.  Fig.  3)  noch  einen  zweiten  Meridian  recht- 
winklig zu  dem  Vertikalschnitt  und  beschreibt 
aus  dem  Punkt  der  Sphäroidaxe,  in  welchem 
diese  letztere  von  der  Vertikalebene  getroffen 
wird,  mit  beliebigem  Halbmesser  eine  Kugel, 
so  werden  die  Schnittkreise  dieser  Kugelfläche 
mit  jenen  drei  Ebenen  ein  rechtwinkliges 
sphärisches  Dreieck  bilden.  Die  Hypotenuse 
dieses  Dreiecks  ist  das  Komplement  der  Breite  r/ 
Figur  3.  und  die  Seite,  welche  dem  Winkel  «  gegenüber- 

liegt, misst  den  in  §  3  mit  0  bezeichneten  Winkel;  setzt  man  die  dritte 
Seite  gleich  w,  so  ist  gemäss  den  Formeln  der  sphärischen  Trigonometrie 


des  Punkts  steht.  Der  oben  angegebene  Satz  kann  wesentlich  einfacher  abgeleitet 
werden,  wenn  der  Satz  von  Meusnier  als  bekannt  vorausgesetzt  wird:  Durcli  eine 
Tangente  an  eine  beliebige  Fläche  seien  zwei  Ebenen  gelegt,  von  welchen  die  erste 
zugleich  Normalebene  der  Fläche  ist;  die  Schnittkurven  werden  also  ein  Nornial- 
(Vertikal-)  Schnitt  und  ein  schiefer  Schnitt  der  Fläihe  sein.  Wenn  (c  der  Winkel  ist, 
welchen  die  zwei  Schnittebenen  mit  einander  bilden,  so  ist  im  Berührungspunkt  der 
angenommenen  Tangente  der  Krümmungshalbmesser  des  schiefen  Schnitts  gleich  dem 
Krümmungshalbmesser  des  Normalschnitts  multipliziert  mit  cos  a.  Ist  im  obigen  Fall 
des  Umdrehungsellipsoids  der  Normalschnitt  ein  Meridianichnitt  und  der  schiefe  Schnitt 

der  Parallelkreis  zur  Breite  (f  ,   dessen  Halbmesser  x  —  — -  ,   so  folgt  un- 

y  1  —  e2  sivfi  qp 

mittelbar  aus  dem  Satz  von  M.,  dass  i'i  — =    — —  ist. 

COSCf)  }/l_c2swj2q) 

Anm.  d.  Cb. 
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Sin  &    ^^    sin  ci  cos  (jp 

(1)        '  sin  CO  cos  &   =   cos  a  cos  cjp 

(  cos  (o  cos  &   =  sin  cp. 

c^  e^ 

Aus  (7)  in  8  2  erhält  man  ferner  ^2  _i_      _  ___  ^  ^  und  so- 

tt'^      1 — e^stn^q) 

mit  aus  (5)  in  §  3  den  Wert  von  p'  für  die  Sclinittellipse 


=  «V4^ 


e^  sin^  (p  —  e^sin^  & 


il-e^){l—e^sm^(f.) 
oder  njit  Einführung  von  sinO  aus  (1) 

,„v  ,         A/l — e^ -h  e^ cos^ a cos^ ni 

(2)  2^  =  ay    — j 2W1         2   -2    /• 

Da  nun  die  Flächennormale  des  Sphäroids  in  dem  betreffenden  Punkt 
zugleich  Normale  der  durch  den  Vertikalschnitt  erzeugten  Ellipse  ist,  so 
ist  die  Strecke  dieser  Normalen  zwischen  der  Oberfläche  des  Ellipsoids  und 

der  Axe  des  letzteren  nach  (6)  in  §  2  gleich  .     Bezeichnet 

y  1  — e^sin^cp 

man  also  den  Krümmungshalbmesser  des  Normalschnitts  in  dem  betrach- 

teten  Punkt  mit  r,  so  wird  r  —  --r^.-^ „   .  „    ,.„    oder   mit   dem  Wert 

von  j/  aus  (2): 

(3)  r  = "('-"'>    ,  

(1  — e^  +  e^ cos"^ a  cos"^  (p)\  \ — e^sin^ap 

Mit  a  =  90 "^  erhält  man 

Y  1  —  e^sin^  cf 
mit  «  =^  0*^  dagegen 

''2-    n"^?V/.'     '''^    i"    ('*)'     §    2- 

(1  —  e^sfn'cp)  '* 
Die  zwei  letzten  Gleichungen  geben 
aHl-e^)  , 

n  »-2  =  n 2-^-2^2      ""^^ 

(1  —  e^sni^cp)'^ 

9  .    „  a(l  ^2  _|_  ß2g^g2^j^.p52  _\ 

ri  cos^  tt  +  j'2  sm'^ «  = ;:, ..    .  . — ^, ^ ;         somit   ist 

(1  — e^sin''q))'' 

»'i  r^ ^ a  (1  —  e^) 

rj  cos^ «  -\-  r^  shi^ et       (1  —  f ^  +  ^^  ^jo^z «  ^o«^ (jp)  y  1  —  c^sin^  ip 

d.  h.   gemäss  Gl.  (8)  r  — ^—'^^^^ r^—    o<ler  endlich 

ri  cos'^  a  +  r2  stn^  a 

,.,  1         sin^  a       cos^  a     .. 

(4)  —  = 1 *) 

r  Vi  r^ 


*)  Satz  von  Euler.  Aniii.  d.  Üb. 


s  ">. 


Die  Krüinniungshalbniesser,  welche  gegebenen  Azimuten  entsprechen, 
kann  man  zweckmässig  in  Anwendung  bringen,  wenn  aus  der  Länge 
eines  kleinen,  in  einer  Norraalebene  durch  den  gegebenen  Punkt  ge- 
legten K 1 1  i  p  s  e  n  b  0  g  e  n  s  der  Winkel  bestimmt  weiden  soll ,  welche 
die  in  seinen  Endpunkten  gezogenen  Normalen  mit  einander 
e  i  n  s  c  h  1  i  e  s  s  e  n,  oder  umgekehrt;  besonders,  wenn  zur  Rechnung  ein 
mittlerer  Krümmungshalbmesser  des  kleinen  Bogens  benützt  wird.  Da 
aber  die  Krümmungsradien  der  Vertikalschnitte,  wie  aus  (3)  des  vorigen  § 
hervorgeht,  vom  Meridian  bis  zum  sogen,  ersten  Vertikal  *)  beständig 
wachsen,  so  scheinen  sie  nicht  sehr  geeignet  zur  Berechnung  der  auf  der 
Erdoberfläche  liegenden  Dreiecke.  Zudem  werden,  wenn  die  Winkel  stets 
auf  denselben  Mittelpunkt  bezogen  werden,  die  Fehler,  welche  eine  Folge 
der  verschiedenen  Krümmungen  der  Vertikalschnitte  sind,  sich  zum  grössten 
Teil  wieder  auflieben.  Es  sei  (Fig,  4)  s  ein  kleiner  Meridianbogen,  r  der 
Halbmesser  des  Krümmungskreises  im  Anfangspunkt;  wenn  man 
ferner  aus  dem  Mittelpunkt  dieses  Kreises  mit  dem  Halbmesser  1 
einen  Kreis  beschreibt  und  es  ist  co  der  Bogen  des  letzteren 
zwischen  den  nach  den  Endpunkten  des  kleinen  Ellipsenbogens 
gezogenen  Halbmessern,   so  ist  sehr  nahe  s  =  rw. 

Nimmt  man  auf  dem  einen  Schenkel  des  Winkels  o)  oder 
seiner  Verlängerung  einen  zweiten,  dem  ersten  sehr  nahe  ge- 
legenen Mittelpunkt  an,  bezeichnet  die  von  ihm  zum  zweiten 
Endpunkt  des  Bogens  s  gezogene  Strecke  mit  r  und  den  Winkel 
zwischen  r  und  dem  ersten  Schenkel  von  w  mit  o)',  so  ist 
r' :  r  =  sin  (o  :  shi  m  oder  nahezu  =-  w  :  «', 

r'w  =  reo  =  s.  Da  nun  der  Krümmungsmittel- 
punkt  des  ersten  Vertikals  eines  gegebenen  Punkts  in  der 
Axe  des  Sphäroids  liegt,  so  erscheint  es  am  zweck  massig- 
sten, die  aus  diesem  Punkt  mit  dem  Krümmungshalbmesser 
j'i  des  ersten  Vertikals  beschriebene  Kugel  der  Berechnung 
der  trigonometrischen  Messungen  zu  Grund  zu  legen.  Es 
wird  nicht  überflüssig  sein,  die  Genauigkeit  dieser  llechnungsweise  zu  prüfen 
und  die  durch  ihre  Anwendung  entstehenden  Fehler  zu  untersuchen. 


*)  Vgl.  die  Anmerkung  S.  5,  Der  Krüniniung.slialbmesser  der  Normalschnitte  in 
einem  bestimmten  Punkt  hat  sein  Maximum  im  ersten  Vertikal,  sein  Minimum 
im  Meridian  des  Punkts.  Anm.  d.  Lb. 
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§  ß. 


In  einem  J'uiikt  zur  IJieilo  ip  vvenlc  das  8])liäroid  durdi  eine  Noniial- 
ebeiie  geschnitten,  deren  Azimut  von  Norden  ^egen  Osten  hin  gezählt 
gleich  n  sei;  in  dieser  Ebene  sei  z  die  Strecke  zwischen  dern  Krümmungs- 
mittelpunkt des  ersten  Vertikals  und  einem  zweiten  beliebigen  Punkt  der 
Sclinittellipse,  und  [x  der  Winkel  zwischen  z  und  der  Flächennormalen, 
d.  h.  der  Vertikallinie  in  dem  ersten  Punkt  (vgl.  Fig.  5).  Legt  man 
durch  die  Gerade  z  den  Erdmeridian  und  beschreibt  aus  dem  Krümmungs- 
mittelpunkt des  ersten  Vertikals  mit 
beliebigem  Radius  eine  Kugelfläche, 
so  entsteht  ein  sphärisches  Dreieck, 
in  welchem  eine  Seite  das  Komple- 
ment der  Breite  ((,  eine  zweite  Seite 
gleich  dem  Winkel  (Bogen)  fi  ist, 
während  der  von  beiden  eingeschlos- 
sene Winkel  gleich  «  ist.  Bezeich- 
net man  die  dritte  Seite  mit  u,  so 
ist  gemäss  der  Grundformel  des 
^'*''"''  ■''■  sphärischen  Dreiecks : 

( 1 )  cos  u  —  sin  if  cos  fj,  -\-  cos  (f  shi  fx  cos  a. 

Zieht  man  vom  Endpimkt  von  z  ein  Lot  auf  die  Axe  des  Sphäroids, 
so  ist  die  Länge  desselben  gleich  zsinu;  die  entsprechende,  vom  Mittelpunkt 
des  Sphäroids  aus  gezählte  Ordinate  ist  {zcosu  —  c),  wobei  c  ^=  ri  e'^sinq 
(vgl.  (7)  in  §  2).     Man  erhält  demnach  gemäss  der  Gl.  der  Meridianellipse 


(zsi'nu\^      z' 
woraus  durch  Auflösung  nach  , 


z  cosu 


y=  !• 


c  cosu 


,Vl-e^(e^  +  ^) 


sm''u 


1  —  e^  s?n^  a  ' 

dabei  zeigt  sich,  dass  das  untere  Vorzeichen  vor  der  Wurzel  hier  zu  ver- 
werfen ist.  Setzt  man  den  Wert  von  c  aus  (7)  in  §  2  ein,  so  erhält 
man  nach  einiger  Reduktion 

(2) 


z 


+ 


l-e^ 


(cos^ii  —  sin^q) 


1  + 


cos'^u 


z 
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Weuii  luau  diesen  Ausdruck  in  eine  Reibe  entwickelt,  so  ergiebt  sich 

4-  -TT  sin  q  {cos  u  —  sin  qp)  ^  |  +  .  • . 
Gemäss  Gl.  (1)  ist  nun 
{cos  u  —  sin  q')^  —  s/n^  fi  cos^  «  cos-  qi  —  1  sin  (x  sin^  -^  [i  cos  a  sin  q>  cos  qi 

-+-  4  sin*  -ö"  (xsin^  q, 

und  da  e^sin'^fx  ,  ersinn  ohne  jeden  merkbaren  Fehler  vernachlässigt  wer- 
den können,  so  lange  fx  einen  Grad  nicht  überschreitet,  so  ist  sehr  nahezu 

z  \      e^ 

—  =  l q  -^ ^  (w^  cos^  a  cos^  q  —  fi^  cos  a  sin  q  cos  q), 

Ti  ^  \  -  c^ 

wobei  die  Grössen  e^fi^  ,  e^(i^  und  Kleine  höherer  Ordnung  vernachlässigt  sind. 

Setzt  man  den  Bogen  des  Normalschnitts,   welcher  dem  Winkel  fx 

entspricht,  gleich  s,  so  ist 

iä.Y=i.ä,f.-uuY  Ode,-  (i£9'-.^)^(;_^f^)^ 

durch  Einführung   des   obigen  Werts  von  ^  erhält  man  nach   Ausziehen 
der  (Quadratwurzel 

1     ds  .1-2  X  .2 


=  1  — 


~2  (X^  cos^  et  cos'^  gi  f  1  —  :j ^  cos"  a  COS"  q<  j 


7'i  dfX  2  1  —  c' 

1       ^2 

-f  -n-  ^ ^  //."*  co.s  «  Sin  q  cos  q. 

4  1  —  g^ 

Durch  Integration  dieser  Gleichung  mit  Vernachlässigung  der  Glieder 

der  Ordnung  c^/e^  ^„kI  höherer  wird,  da  die  Integrationskonstante  gleich 

Null  zu  setzen  ist, 

lö)  S  =■  Vx  fl -fr  ri „  COS"  a  COS"  (jf . 

6  1  — <?2 
Das  zweite  Glied  rechts  wird  mit  (/  :=  0  (Punkt  auf  dem  Äquator) 

Ol       C      li^ 

und   «  =  0  (Meridianschnitt)  zum  Maximum  und  zwar  gleich  -^ 


6  1  — 


*)  Die  Konstanten   des  (L'cs.st'/"scheii)  Erdellipsoids   sind    hier   viel   genauer  an- 
gegeben,  als  für  den  obigen  Zweck  erforderlich  wäre,  da  im  folgenden  mehrfach  auf 

diese  Stelle  liezug  genommen  wird.    Bohneuhcrger  hat =    ,       ,  a=  3271670 

et  oi.Uf  I 

Toisen  (=  6  376C04,,,),  vgl    das  Vorwort,     ('her  die  oben  angenommenen  Elemente  des 
Besserschen  EUipsoids  vgl.   eine  Notiz  von  Jordan  in  Zeitschr.  f.  Vermessungswesen, 
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woraiis%6'2^7.8214104i4.j  — 10  und  lor/{l-e'^)  =  \).d9H)9U.io^^-\0, 

TC 

uiul  für  itt  =  To7>    ("^  Bogenmass  =    1**)  gleich  ü,038o '«.     Der   durch 

loU 

Reduktion  der  Gleichung  (3)  auf  die  einfachste  Form  s  =  »-j  jtt 
entstehende  Fehler  wird  also  auf  dem  ganzen  Ellipsoid  nir- 
gends mehr  als  0,038»«  betragen  können,  so  lange  der  Winkel  fx 
einen  Grad  nicht  überschreitet.  Ausserdem  zeigt  die  Formel  (3), 
dass  unter  Breiten  >  45°  der  Maximalfehler  nicht  über  0,0 1 9  m  an- 
wachsen kann  und  man  wird  also  den  Fehler  jedenfalls  unter  jede  merk- 
bare Grösse  herabdrücken,  wenn  man  den  mittleren  Krümmungs- 
halbmesser des  Bogens  s  anwendet. 


§  T. 


Zieht  man  in  einem  beliebigen,  auf  dem  Erdsphäroid  liegenden  Punkt 
die  Normale  und  beschreibt  um  den  Schnittpunkt  derselben  mit  der 
Axe  des  Sphäroids  als  Mittelpunkt  eine  durch  jenen  Punkt  gehende  Kugel- 
fläche, so  wird  diese  in  letzterem  die  Oberfläche  des  Ellipsoids  berühren, 
aber  nicht  osculieren,  sofern  nicht  der  Berührungspunkt  einer  der  Erdpole 
ist;  man  wird  deshalb  eigentlich  für  verschiedene  Azimute  verschiedentj 
Kugeln  anzuwenden  haben ,  wenn  die  Beziehung  bestimmt  werden  soll 
zwischen  kleinen,  durch  den  betreffenden  Punkt  gehenden  Ellipsenbögen 
und  den  Winkeln,  welche  die  beiden  Normalen  in  den  Bogenendpunkten 
mit  einander  einschliessen.  Nichtsdestoweniger  kann  man  sehr  wohl  die 
genannte  Kugel  allein  bei  der  Berechnung  der  trigonometrischen  Messungen 
verwenden;  denn  die  durch  den  Berührungspunkt  gelegten  Grosskreisbögen 
werden  nur  so  wenig  von  den  entsprechenden  Ellipsenbögen  abweichen, 
deren  Endpunkte  mit  den  Endpunkten  der  Kreisbögen  auf  denselben,  nötigen- 
falls verlängerten,  Kugelhalbmessern  liegen,  dass  die  Differenz  zwischen 
beiden  stets  vernachlässigt  werden  kann,  wenn  die  Entfernung  der  beiden 
Endpunkte  so  klein  ist,  dass  man  von  dem  einen  aus  ein  im  anderen  be- 
findliches Signal  erblicken  kann.  Und  hieraus  ergiebt  sich  unmittelbar  die 
Lösung  der  Aufgabe: 


1885,  S.  22.  Jordan  macht  hier  darauf  aufiiicrksani ,  dass  die  BesseVinihon  Orifjiiial- 
zahlen  in  den  Astron.  Naclir.  1842,  S.  IKi,  unter  sich  nicht  auf  10  Stellen  überein- 
stimmen; „bekanntlich  geht  eine  solche  numerische  Schärlc  weit  über  die  sachliche 
Genauigkeit  hinaus,  allein  für  viele  Zwecke  ist  es  durchaus  nötig,  ein  wenn  auch  in 
ziemlich  weiten  Grenzen  willkürliches  liofcrenz- Ellipsoid  mit  der  äussersten  numeri- 
schen Schärfe  zu  chaiakterisieren."  Anm,  d.  Üb. 
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Es  ist  gegeben  iliu  Entl'ernuiig  d  zweier  auf  der  sphäroidi- 
schen  Erdoberfläche  liegenden  Punkte,  die  geographische  Breite 
(jfo  des  einen  derselben  und  das  Azimut  «o  des  Bogens  5  in  diesem 
Punkt;  man  sucht  den  Unterschied  der  geographischen  Längen 
der  beiden  Punkte  und  die  Breite  q>  des  zweiten  Punkts.  Mit 
der  Figur  iiinl  den  Bezeichnungen,  welche  in  §  G  angewandt  wurden, 
erhält  man  nämlich 


n 


V  1  —  e^sin^qo 


T-~^    m  i»  ?5  ^1. 


und  iiieraus 


^ 


.  oder  wenn  it  in  Sekunden  ausgedrückt  werden  soll  n  —      g 


Wenn  ujan  nun  in  dem  sphärischen  Dreieck,  von  welchem  zwei  Seiten 
(90**  —  qpo)  und  /t,  sowie  der  von  diesen  eingeschlossene  Winkel  «„  gegeben 
sind,  die  dritte  Seite  gleich  u  und  ihren  Gegenwinkel  gleich  w  setzt,  so 
erhält  man 


ci(/  0)  — 


cos  /Li  cos  qpo  —  sm  in  sta  qpo  cos  «0 


und 


sni  ß  sm  «0 

cos  u  =  cos  [i  shi  (jTo  +•  shi  /t  cos  (jr^^  cos  «o  '■> 

oder  es  wird  durch  Einführung  eines  Hilfswinkels  A,  welcher  aus 

tg  X  =1  t(j  n  cos  a^i  zu  bestimmen  ist, 

cos  u  cos  X  =  cos  }i  sin  ((/iq  +  A) 

sin  u  sin  co  =  sin  fx  sin  «0 

cos  a  cos  (g»o  +  X) 

SiUUCOSix)  = , 

COSA, 

Damit  sind  also  die  zwei  Winkel  a>  und  %i  bekannt.     Der  erstere  ist  die 

gesuchte  Längendifferenz,  der  letztere  wäre  das 
Komplement  der  gesuchten  Breite  qp,  wenn  der 
nach  dem  Endpunkt  des  Bogens  s  gezogene 
Kugelhalbmesser  zugleich  die  Normale  des  Erd- 
sphäroids  in  diesem  Punkt  wäre.  Um  die  Ver- 
besserung zu  ermitteln,  welche  an  dem  Kom- 
plement von  •«  noch  anzubringen  ist,  um  die 
gesuchte  Breite  ((•  zu  erhalten,  sind  zunächst 
die  Werte  zu  bestimmen ,  welche  die  in  §  2 
mit  c  bezeichnete  Strecke  unter  verschiedenen 
Breiten  anr.ehmen  kann.    Es  seien  (vgl.  Fig.  G) 


Figur  ü. 


Die  Zahl  q  bedeutet   liier   und   im   folgenden   stets   den  Centriwinkel   des  dein 

180« 
Halbmesser  gleichen  Bogens,  d.  h.  die  Konstante  ;  es  ist  (/'  =  57",  296,  q  —  3437', 75 

TT 

(i"  —  206  264", 806.     Der  Logarithmus  der  letzteren  Zahl,  welche  hier  allein  gebraucht 
wird,  ist  5.314  425I332.     Vgl.  das  Vorwort.  Anm.  d.  Üb. 
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^0  und  c  diese  Werte,  welche  der  Breite  (jpo  bezw.  (^  entsprechen,  so 
ist   nach  (7)   in  §  2 

und  man  erhält,  wenn  die  in  §  0  gebrauchten  Bezeichnungen  beibehalten 
werden,  für  den  Punkt  zur  Breite  g.  die  Länge  der  Subnorinalen  nul"  der 

Axe  des  Sphäroids  l  =^ -^y  =  j^{z cosn  — c^^),  woraus 

a^  —  b^  e^ 

G  =  - — p —  (z  cos  u — Co)  =  ,  _    2  (^  '^^'-'^  "  ~  ^") 

und  c  —  Co  =  :j ^  f  —  CO.«  w  —  ft?n  qpo  j; 

wird  hier  der  Wert  von  — -  aus  (2)  in  §  6  eingesetzt,  so  erliält  man  die 
strenge  Formel: 

o  cos  u  y    1  -\-  -. s  {cos^  u  —  sm^  üpo)  —  sw  qro 

1  +-^ ^COS^U 

Wenn  man  die  rechte  Seite  dieser  Formel  in  eine  konvergierende  Iveihe 
entwickelt,  so  erhält  man,  da  e^  im  Zähler  und  Nenner  gemeinscliaftlicher 
Faktor  wird,  mit  Vernachlässigung  der  höheren  als  zweiten  Potenzen  von  (^ 

c  —  To  =  g  {cos  u  —  sin  qpo)  jl  —  Y  ■i_    2  ^^^^  '^'  ~  •^*'"  <?<>)}• 

Setzt  man  ferner  die  Korrektion,  welche  an  (90 ^  —  u)  angebracht  werden 
muss,  um  die  gesuchte  Breite  (f)  des  Endpunkts  zu  erhalten,  gleich  «/;,  so 
wird  gemäss  der  ebenen  Trigonometrie 

(c  —  Cq)  shiu  ,         ,         , 

ig  11)  =  -^ — ^^ oder  sehr  nahezu 

"    ^       z  +  {c  —  Co)  cos  u 

C—  Co     .  1    ^C  — Cox^    .     n 

(/'  = sm  u s-  ( )  sin  ^  u. 

Nun   ist  aber   cos  u  —  sin  rf o  '^  sin  fx  cos  qpo  cosa^  —  2  sin"^  „  fi  sin  q^ 
oder  nahe  =  jtt  cos  qpo  cos  «o 9"  /*^  ^'^*  To  1 


und 


2^2 


1 — 2)  siv^ n  .  (j"  erreicht  mit  den  in  §  G  vorausgesetzten  üimen- 


•  TT 

sionen  des  Erdsphäroids  für  /t=  ^^^   (in  Bogenmass  =  P)  nur  den  Wert 

0",0028,    so   dass  ohne  merklichen  Fehler  die  Korrektion  1/;  in  Sekunden 
zu  bestinmien  ist  aus 
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\p  =  Y37T2  (  ~  co-^  «To  cos 


ao  —  "2     T       ^^"  ?'o  J  *'*"  "' 


niul  damit  ist  die  gesuchte  Breite  qt  gefunden,  nämlich 

cf  =  900  _  „  _|_  ^, 

Eine   he(|uomoro  Aiifjt'isung   diesor  Aufgabe   wird    weiter   unten    mitgeteilt 
werden. 


§S. 


Fignr 


Es  bleibt  nun  noch  das  Azimut  des  Bogens  s  im  P^ndpunkt  zu  be- 
stimmen. Es  seien  (vgl.  Fig.  7)  Aq  der  gegebene,  Ä  der  gesuchte  l'unkt 
auf  dem  Erdsphäroid,  /■'  der  Pol  des  letzteren  und  A\  F'  diejenigen  Punkte 
♦>'  der  im  vorigen  §  betrachteten  Kugelfläche,  in 
welchen  sie  von  den  nach  den  Punkten  A,  P  ge- 
zogenen Kugelhalbmessern  geschnitten  wird,  so 
sind  die  Seiten  P' Aq  —  90"  —  qpo,  Aq  J.'=  /« 
und  der  von  beiden  eingeschlossene  Winkel  gleich 
«0-  Wenn  das  Supplement  des  der  Seite  P'A^, 
gegenüberliegenden  Winkels  mit  m  bezeichnet 
wird,  so  ist  gemäss  der  sphärischen  Trigonometrie 

. ^ ,  cos  fi  cos  öpo  cos  an  —  sin  u  sin  qpo 

(1)       ctgm  — -. ' ; 

cos  qpo  stnuQ 

dabei  wäre  der  Winkel  m  das  Azimut  des  über 
den  Punkt  A  hinaus  verlängerten  Bogens  .<?  im  Punkt  A,  wenn  der 
nach  letzterem  führende  Kugelhalbmesser  zugleich  Normale  der  Sphäroid- 
fläche  wäre.  Im  vorigen  §  wurde  aber  gezeigt,  dass  dieser  Halbmesser 
mit  der  Normalen  des  Punkts  A  einen  dort  mit  ip  bezeichneten  Winkel 
einschliesst;  es  wird  deshalb  an  dem  Winkel  m  eine  gewisse  Korrektion 
anzubringen  sein,  welche  zwar  wegen  der  Kleinheit  des  Winkels  ip  selbst 
geringfügig,  aber  doch  nicht  ganz  zu  vernachlässigen  ist,  weil  bei  fort- 
schreitender Übertragung  der  Azimute  vom  Punkt  A^i  aus  über  den  Punkt  A 
hinaus  zn  den  folgenden  Punkten  diese  kleinen  Fehler  in  den  Azimuten 
sich  mehr  und  mehr  anhäufen  würden.  Die  an  ta  anzubringende  Korrektion 
kann  ebenfalls  mittelst  der  sphärischen  Trigonometrie  berechnet  werden. 
Man  beschreibe  (vgl.  Fig.  7  und  8)  um  den  Punkt  A  mit  beliebigen) 
Halbmesser  eine  Kugelfläche,  bezeichne  die  Punkte  der  Erdaxe,  in  welchen 
die  letztere  von  den  in  A^^  und  A  gezogenen  Normalen  getroffen  wird,  mit 
A^o  und  N  und  ziehe  die  Geraden  ANq  und  J  J,,;  wenn  die  Punkte,  in 
welchen  die  erwähnte  Kugelfläclie  von  den  (Geraden  AN,  AN^^  und  AA.^ 
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geschnitten  wird,  B,  C  und  B  heissen  und  man  legt 
durch  je  zwei  der  letzteren  einen  Grosskreis,  so  sind  im 

sphärischen  Dreieck  BCB  die  Seiten  ^7)  =  900  —  '' 

y  (da  gemäss  §  6  der  Bogen  A  Aq  sehr  nahe  mit  dem 
entsprechenden  Kreisbogen  übereinstimmt),  B  C  —  ifi 
und  der  Winkel  in  B  gleich  m.  Bezeichnet  man 
daher  das  Supplement  des  Winkels  ('  mit  x,  so  ist  x  das  Azimut  des  ver- 
längerten   Bogens   A,,  A  und 

cos  n  jt*  cos  ip  cos  in  —  sin  „  (i  sin  i/' 


clgx 


1 
cos  -n  fi  sm  m 


woraus 


s;n{x-m)       t9h''^inip  ^, 

(da  m  —  ctq  x)       oder  r^  ~t  — ~  = : 1-  2  sm%  dp  m,  also 

^  ^  *  sin  X  Sin  m  sinm  ^ 

si)i  [x  —  ih)  =  <<7  ^  sin  i/'  sin  x  -\-  2  sin^  T  cos  m  sin  x 


oder  genähert         x  —  m  :=  ^  ip  sin  m  4-  -^  s/n  m  cos  m 


2 

Führt  man  aus  §  7  den  Wert   von  ip  ein  und  vernachlässigt  das  zweite 
Glied,  so  wird 


1      e'^     /«A 

X  —  Wl  =    n  i: T,  1   —   J    COS  öpo  COS  «o  SfH  U  Sin  Vfl 

^  \  —  €^  \riJ 
wobei   an  Stelle  von  u  und  m  bezw.   (00 '^  —  qpo)   und  «o  gesetzt   werden 
kann.    Das  Azimut  «  =  180"  -t-  x  des  Bogens  AAq  m  A  ist  daher,  wenn  x 
in  Sekunden  ausgedrückt  wird 

1     €    o      y  S  ^ 
(2)         «  =  180'*  -I-  m  +  2"  :j — ^  (  "  )  cos"^  qPo  «/»  «o  coä  «o- 

Wenn    man    dieselben    Erddimensionen    wie    in  §.  ß   zu  Grund    legt    und 

/t  =  —  =  -Q-   (in  Bogenmass  =  1  *■ )  annimmt,  so  wird 
r\        loO 

«  =:  180^  +  m  -f-  0",211 1  cos 2  q,Q  sin  «o  cos  «,, : 

der  Maximalwert  der  Azimutkorrektion  kann  demnach  unter  Breiten 

>  45"  für  Bögen  von   1"  Länge  auf  höchstens  0",0r).  anwachsen. 


§9. 


Ehe  zu  weiteren  Aufgaben  übergegangen  wird,  wird  es  zweckmässig 
sein,  einige  Bemerkungen  über  die  Unterschiede  beizufügen,  welche  zwischen 
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den  beobachteten  Winkeln  und  den  Winkeln,  welche  die  Vertikalschnitte 
mit  einander  bilden  und  von  welchen  bisher  die  Rede  war,  eintreten  können. 
Es  seien  A,  B,  ('  drei  Punkte  der  Erdoberfläche  und  man  denke  sich 
durch  einen  derselben,  z.  B.  durch  A  einen  ruhenden  Wasserspiegel  gelegt. 
Wenn  diese  Fläche  auch  durch  die  beiden  übrigen  Punkte  B  und  C  geht, 
so  muss  die  wirkliche  Erdoberfläche  ganz  unterhalb  der  die  Punkte  A,B 
und  A^  ('  verbindenden  Geraden  liegen,  damit  7>  und  C  von  A  aus  sicht- 
bar sind,  sofern  man  von  der  terrestrischen  Refraktion  absieht.  Unter 
dieser  Voraussetzung  wird  es  möglich  sein,  den  Winkel  B  A  C  zu  messen, 
welcher  gleich  ist  dem  Neigungswinkel  der  beiden  durch  B  und  ( '  gehenden 
Ebenen,  welche  sich  in  der  Normalen  des  Punktes  A  schneiden,  d.  h.  also 
gleich  dem  Winkel  zwischen  den  Vertikalschnitten,  welche  in  den  vorher- 
gehenden §f5  betrachtet  worden  sind.  Wenn  aber  jene  durch  A  gelegte 
Obeifläche  nicht  durch  die  beiden  Punkte  B  und  C  geht,  so  denke  man 
sich  durch  den  Punkt  B  ebenfalls  eine  solche  Fläche  gelegt;  vom  dritten 
Punkt  C  möge  vorausgesetzt  werden,  dass  er  in  dieser  zweiten  Fläche 
liege  und  der  Punkt,  in  welchem  die  letztere  von  der  im  Punkt  A  gezo- 
genen Normalen  getroffen  wird,  sei  Ä.  In  diesem  Fall  wird  der  im  Punkt  A 
beobachtete  Horizontalwinkel  gleich  sein  dem  Winkel  A'  oder  gleich  dem 
beobachteten  Winkel ,  reduziert  auf  die  durch  die  Punkte  B  und  < ' 
gehende  Fläche;  es  wird  aber  nicht  gestattet  sein,  denselben  Winkel  an- 
zusehen als  reduziert  auf  die  durch  A  gehende  Fläche.  Die  Punkte, 
welche  auf  der  unregelmässig  gestalteten  Erdoberfläche  liegen,  werden 
nun  auf  die  Meeresoberfläche  oder  auf  eine  andere  Niveaufläche  proji- 
ziert durch  Gerade,  welche  von  jenen  Punkten  aus  normal  zu  der 
Fläche  gezogen  werden;  diese  Normalen  werden  mit  Ausnahme  einiger 
spezieller  Fälle  nicht  in  derselben  Ebene  liegen.  Daraus  geht  hervor,  dass 
an  den  beobachteten  Winkeln  Korrektionen  angebracht  werden  müssen, 
wenn  die  drei  den  betreff"enden  Winkel  bestimmenden  Punkte  in  ver- 
schiedenen derartigen  Flächen  liegen,  d.  h.  wenn  die  Meereshöhen,  in 
welchen  die  Signale  sich  befinden,  verschieden  sind.  Diese  Korrektion 
aber  kann  folgendermassen  berechnet  werden :  Man  macht  wieder  Gebrauch 
von  der  in  den  §§  7  und  8  angewandten  Konstruktion  und  den  dortigen 
Bezeichnungen;  zieht  man  in  der  Kugel,  welche  das  Sphäroid  im  Punkt 
Jo  berührt,  den  Radius  nach  J,  nimmt  auf  der  Verlängerung  desselben 
jenseits  A  einen  Punkt  H  an,  und  zieht  von  ihm  aus  die  Normale 
HH'  =  h  an  das  Sj)häroid,  wobei  also  H'  die  Projektion  von  H  be- 
zeichnet, so  ist  die  Entfernung  der  Punkte  A  und  H'  sehr  nahe  gleich 
(/'//  (wobei  (/'  in  analytischem  Mass  zu  denken  ist),  also  der  Abstand  des 
Punkts  //'  von  dem  durch  A  gehenden  Meridian  gleich  ijihsina  oder  nach 
Einführung  des  Werts  von  */»  aus  §  7  mit  Weglassung  des  zweiten  Glieds 
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2  —  COS  (po  sin  u  cos  «o  sin  a         oder  sehr  nahe 


l — C^    Vi 

e^       sh       „ 

-z cos'^  (jfo  sin «0  <^os  «0 


1  —  e^    ri 

und  daraus  der  Winkel,  unter  welchem  diese  Entfernung  vom  Punkt  J„ 
aus  erscheint,  in  Sekunden  ausgedrückt  gleich 

•  ^~  h  cos^  qo  sin  2  «o- 

1 — e^   2ri 

Wenn  das  im  Punkt  Äq  beobachtete  Azimut  des  hochgelegenen  Sig- 
nals H  mit  «o'  bezeichnet  wird,  und  das  Azimut  des  Punkts  .1,  welcher 
mit  dem  Punkt  .io  in  derselben  Niveaufläche  liegt,  wie  oben  mit  «oi  so 
ist  demnach 

cto  =  ao' — 1 --^  hcos'^(fosin2aQ    ; 

1  —  e'^    üVi 

oder  wenn  die  Höhe  h  in  Metern  ausgedrückt  wird  (mit  logrx  =  0.80546) 
uq  =  «o'~  0",0001085  h  cos^  (jTo  sin  2  «o- 
Es   wird  also    in    den   meisten   Fällen    diese   von   der   verschie- 
denen   Höhenlage  der   Punkte  herrührende  Korrektion  als 
verschwindend  klein  zu  betrachten  sein. 


§  10. 


In  §  6  wurde  gezeigt,  dass  der  Bogen  eines  Vertikalschnitts  des 
Ellipsoids  so  nahe  übereinstimmt  mit  dem  entsprechenden  Bogen  des  Kreises, 
welcher  mit  dem  Krümmungshalbmesser  des  ersten  Vertikals  bis  zum 
zweiten  Endpunkt  des  Bogens  gezogen  wird,  dass  der  Unterschied  zwischen 
der  Länge  des  Ellipsenbogeus  und  der  Länge  des  Kreisbogens  stets  ver- 
nachlässigt werden  kann,  wenn  der  Centriwinkel  des  Bogens  1"  nicht 
überschreitet.  Die  Endpunkte  des  Ellipsenbogeus  seien  mit  A,  B  be- 
zeichnet und  die  Schnittebene  AB  sei  eine  Normalebene  des  Punkts  A. 
Wird  nun  das  Sphäroid  durch  eine  zweite  Ebene  geschnitten,  welche 
durch  die  Normale  des  Punkts  B  gelegt  wird  und  den  Punkt  A  enthält, 
so  wird  diese  Ebene,  einige  spezielle  Fälle  ausgenommen,  nicht  mit  der 
ersten  zusammenfallen,  wie  in  §  (S  gezeigt  wurde;  und  wenn  nr,  m  wieder 
mit  den  dort  angegebenen  JJedeutungen  gebraucht  werden,  so  ist  der 
Winkel,  den  diese  zweite  Ebene  mit  der  ersten  einschliesst ,  gleich 
(180"  -f-  «  —  ni).  Wenn  man  von  einem  von  dem  Punkt  B  nicht  zu 
weit  entfernten  Punkt  (l  des  zweiten  Schnitts  zu  einem  weiteren  Punkt  ü 

B  ohnen  berger- H  um  111  er,  Berechnung  il.  ti'ig.  Mess.  -' 
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fortschreitet,  so  wird  man  auf  diese  Art  nach  und  nach  ein  aus  EUipseu- 
bögen  zusammengesetztes  sphäroidisches  Polygon  erhalten  können;  dieses 
Polygon  geht,  wenn  die  Ellipsenbögeii  immer  kleiner  werden,  im  Grenz- 
fall in  eine  Linie  doppelter  Krümmung  über,  welche  die  kürzeste 
(oder  geodätische)  Linie  zwischen  zwei  Punkten  der  Sphäroidfläche  ist 
und  welche  auf  dem  Ellipsoid  an  die  Stelle  des  Grosskreises  auf  der  Kugel 
tritt.  Es  verhalten  sich  nämlich  in  dem  sphäroidischen  Dreieck, 
dessen  Basis  die  kürzeste  Linie  und  dessen  beide  anderen  Seiten  Meridiane 
sind,  die  Shms  der  Winkel  an  der  Basis  umgekehrt  wie  die  Längen  der 
Lote  aus  den  Scheitehi  der  Winkel  auf  die  Rotationsaxe  des  Sphäroids*) 
und  diese  Beziehung  entspricht  unmittelbar  der  Eigenschaft  des  sphäri- 
schen Dreiecks,  dass  die  Sinus  der  Winkel  sich  verhalten  wie  die  Sinus 
der  gegenüberliegenden  Seiten.  Obgleich  nun  aber  bei  der  Berechnung 
der  trigonometrischen  Messungen  die  Anwendung  von  Dreiecken,  deren 
Seiten  aus  kürzesten  Linien  gebildet  sind,  keineswegs  sehr  umständlich 
ist,  so  soll  doch  in  der  gegenwärtigen  Abhandlung  von  solchen  Dreiecken 
kein  Gebrauch  gemacht  werden.  Nachdem  nämlich  zuerst  an  den  be- 
obachteten Winkeln  die  von  der  verschiedenen  Meereshöhe  der  Punkte 
herrührenden  Korrektionen,  soweit  dieselben  nicht  vernachlässigt  werden 
können,  angebracht  sind  und  so  die  Winkel  zwischen  den  Vertikalschnitten 
erhalten  wurden,  könnte  man  diese  Winkel  auf  diejenigen  von  sphäroidi- 
schen Dreiecken  reduzieren  und  sodann  aus  der  Dreieckskette  die  Längen 
der  kürzesten  Linien  berechnen,  welche  beliebige  gegebene  Punkte  der- 
selben verbinden  und  zwar  mit  Hilfe  der  Azimute  dieser  Linien,  und 
ebenso  könnte  man  die  kürzesten  Linien  bestimmen,  welche  von  jeder 
Dreiecksecke  rechtwinklig  zum  Meridian  eines  beliebigen  gegebenen  Punkts 
gezogen  werden,  sowie  die  Bögen  dieses  Meridians,  welche  durch  jene  Lote 
abgeschnitten  werden.  Aus  den  letzteren  Stücken  endlich  könnte  man  die 
Breiten,  Längen  und  Azimute  bestimmen  und  zwar  wird  diese  Rechnung 
besonders  bequem  durch  Anwendung  einiger  Hilfstafeln,  welche  Bessel 
angegeben  hat  **).  Es  ist  aber  möglich,  durch  eine  nicht  umständlichere 
Rechnung  aus  der  Seite  jedes  Dreiecks,  der  Breite  und  Länge  des  einen 
Endpunkts  dieser  Seite  und  aus  dem  Azimut  der  letzteren  in  jenem  Punkt, 
Breite  und  Länge  des  zweiten  Endpunkts,  sowie  das  Azimut  der  Seite  in  dem 
letzteren  zu  berechnen  und  so  durch  das  ganze  Dreiecksnetz  fortzufahren, 
woraus  dann,  wenn  erforderlich,  durch  ümkehrung  der  Rechnung  die 
sphäroidischen  Coordinaten  abgeleitet  werden  können.  Ja  man  wird  sogar, 
wie   in   §§  6  und  8   gezeigt   ist,    nur   unmerklich   von  der  Wahrheit  ab- 


*)  Satz  von  Clairant.  Anni.  d.  IIb. 

**)  Schumaclu'r''s  astronomische  Nachrichten.     Nr.  8G. 
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weichen,  wenn  man  das  ganze  Dreieckssystem,  welches  sich  nur  über  einige 
Grade  erstreckt,  als  auf  einer  Kugeloberfläche  liegend  betrachtet,  deren 
Radius  gleich  dem  Krümmungshalbmesser  des  ersten  Vertikals  in  der 
mittleren  Breite  des  ganzen  Systems  angenommen  wird;  dann  lassen  sich 
sehr  einfach  die  sphärischen  Coordinaten  der  Eckpunkte  des  Droiecks- 
netzos  berechnen  nach  der  Methode,  welche  Söldner'^)  schon  1809  bei  der 
Berechnung  der  bayrischen  Landestriangulierung  benützt  hat.  Es  verdient 
noch  bemerkt  zu  werden,  dass  Gauss**)  auf  einem  von  dem  hier  einge- 
schlagenen ganz  verschiedenen  Weg  auf  denselben  zur  Berechnung  der 
trigonometrischen  Messungen  auf  dem  Sphäroid  sehr  bequemen  Radius  gefülirt 
wurde  und  dass  aus  der  von  ihm  angewandten  Beziehung  zwischen  der  Breite 
auf  der  Kugel  und  der  wahren  Breite  auf  dem  Sphäroid  eine  Korrektion 
der  ersteren  sich  ergiebt,  welche  mit  der  in  §  7  durch  ip  bezeichneten 
übereinstimmt. 


§  11. 


Nach  dem  Vorstehenden  handelt  es  sich  um  die  Auflösung  von  sphä- 
rischen Dreiecken,  deren  Seiten  sehr  klein  sind  im  Verhältnis  zum  Kugel- 
halbmesser, und  welche  viel  genauer  berechnet  werden  sollen,  als  in  der 
sphärischen  Trigonometrie  gewöhnlich  geschieht.  Die  eine  Methode  stützt 
sich  auf  den  bemerkenswerten,  von  Legendr e  gefundenen  Satz,  dass  solche 
sphärische  Dreiecke  als  ebene  Dreiecke  berechnet  werden  können,  wenn 
jeder  der  Winkel  des  sphärischen  Dreiecks  um  ein  Drittel  des  sphärischen 
Excesses  verkleinert  wird,  so  dass  die  Summe  der  reduzierten  Winkel  genau 
gleich  zwei  Rechten  ist.  Freilich  muss  gleich  bemerkt  werden,  dass  die 
so  verkleinerten  Winkel  nur  zur  Berechnung  der  Seiten,  keineswegs  aber 
zur  Berechnung  der  Azimute  gebraucht  werden  können;  und  da  dies  An- 
lass  zu  Verwechslungen  giebt,  so  wird  es  vorzuziehen  sein,  statt  dieser 
Näherungsrechnung  die  direkte  Auflösung  des  sphärischen  Dreiecks  anzu- 
wenden, welche  für  den  Fall,  dass  eine  Seite  und  die  Winkel  des  Dreiecks 


*)  Eine  ausführliche  Darstellung  der  Berechnung  eines  geodätischen  Dreiecks- 
netzes und  der  Ermittelung  der  sphärischen  und  geographischen  Coordinaten  der  Dreiecks- 
punkte hat  Söldner  in  einer  am  5.  Mai  1810  der  K.  Bayr.  Cataster-Commission  ein- 
gereichten Abhandlung  gegeben  ;  Bohtumherger  folgt  im  wesentlichen  dieser  Darstellung 
Soldner's.  Die  Abhandlung  Soldner's  findet  sich  genau  nach  seinem  Manuscript  ab- 
gedruckt in  dem  Werk:  Die  Bayrische  Landesvermessung  in  ihrer  wissen- 
schaftlichen Grundlage,  herausgegeben  von  der  K.  Steuer-Cataster-Commission  in 
Gemeinschaft  mit  dem  topographischen  Bureau  des  K.  Generalstabes.  München  1873. 
S.  262 — 280  und  S.  517—539.  Vgl.  auch  weiter  unten  ß'.  Anmerkungen,  welche  auf 
dieses  Werk  verweisen.  Anni.  d.  Üb. 

**)  Astron.  Abhandlungen,  herausgeg.  von  Schumacher.    Drittes  Heft  p.  21  u.  f. 
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gegeben  sind,  ebenso  einfach  ist  als  die  Berechnung  der  ebenen  Dreiecke. 
Zu  dieser  zweiten  Methode  braucht  man  die  log  sin  der  Seiten, 
welche  aus  trigonometrischen  Tafeln,  wegen  der  ungleichen  Differenzen  bei 
nach  gleichen  Intervallen  fortschreitenden  kleinen  Winkeln,  nicht  bequem 
entnommen  werden  können.  Diese  Unbequemlichkeit  wird  aufgehoben 
durch  Anwendung  der  Zahlen  S. ,  welche  in  Callet's  Tafeln  der  Zahlen 
logarithmen  *)  angegeben  sind,  oder  mit  Hilfe  einer  Tafel,  welche  für  kleine 
Winkel  den  Überschuss  des  log  arc  über  den  log  sin  enthält.  Es  ist  nämlich 
x         ,  1      .  „         _li^    .  4  1.3.5      .  „ 

2.475*'"  "^"^2.4.6.7 


-; —  =  1  +  ^ — ^sirfw 
sin  X  i  .  6 

woraus  man  leicht  erhält 

X  1 


sin''  X 


loa  nat. 


=  -rrSin^X  + 


sinx        ö 
und  mit  den  Zahlen 

Ä  :=  0,072  38241 
B  =  0,026  54022 
O  =  0,01462965 
D  =  0,009  56290 


11 
180 


sin^x  + 


191 

.■5670 


Sin''  X 


2497 
113400 


si.n'^x  4- 


log  vulg. 

log      „ 
log      „ 


Ä  =  8.859  63306-10 


B  = 

C  = 
B  = 


8.423  90449 
8.165  23462- 

7,980  58980 


10 
■10 
10 


wird  endlich 

log  X  —  log  sin  x  +  A  sin^  x  -\-  B  sin*x+  Csin^  x  -h  J)  sin^  x  -f 

Es  sei  z.  B.  gegeben  log  sin  x  =  S.  400  0266,  so  wird 
log sin^x  =  Q.  800 0hS2 
%^  =  8.  859  6331—10 


5.659  6863—10 
log  sin*  x  =  3.600  1064 
logB  =  8.423  9045—10 

2.024  0109—10 


A  sin-  X  -=  0,000  04563 


B  sin*  X  ^  0,000  OOOOi 


0,000  04569 

%fima;  =  8.400  0266 

%A'  =  8.400  0723  —  10 
wobei  X  die  Länge  des  Bogens  für  den  Halbmesser  1  bezeichnet;  für  jeden 
beliebigen  anderen  Halbmesser  r  ist 

log  arcus  =  logr  +  S.  400  0723  —  10, 
endlich  ist  der  Logarithmus  des  in  Sekunden  ausgedrückten  Winkels 

=  5  .  314  425I3  -I-  8  .  400  0723  -10  =  3.714  4974, 
was  der  Zahl  5182",0.-  1"  26'  22",0  entspricht. 


•■)  Tables  portatives  de  Logarithmen  par  Fr.  Callet.  Edition  stereotype.  Paris.  1795. 
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Mit  Hilfe  der  vorstehenden  Formel  ist  die  erste  der  dieser  Abhand- 
lung beigefügten  Tafeln  berechnet  worden,  welche  die  Dezimalen  enthält, 
die  den  angegebenen  log  sin  hinzuzufügen  sind,  um  die  entsprechenden 
log  arc  für  den  Halbmesser  1  zu  erhalten;  die  jedem  m  angehängte 
Zitier  ist  die  achte  Dezimale,    welche  für  genauere  Rechnungen  beigefügt 

ist.     Da  ferner 

x^  x^ 


so  ist 


woraus    log  nat. 

Es  kann  also,  wenn  log  arc  als  Argument  angesehen  wird,  die  Zahl, 
welche  von  dem  letzteren  zu  subtrahieren  ist,  damit  der  log  des  ent- 
sprechenden sin  entsteht,  aus  derselben  Tafel  entnommen  werden,  so  lange 
man  das  zweite  Glied  der  obigen  Reihe  vernachlässigen  kann;  und  dieses 
Glied  verändert,  wie  das  obige  Beispiel  zeigt,  die  achte  Dezimale  nicht, 
so  lange  der  Bogen  kleiner  als  etwa  1  '^  30'.  Wenn  der  Bogen  grösser  ist, 
so  wird  der  unmittelbar  mit  Benützung  der  Tafel  erhaltene,  nahezu  richtige 
Wert  des  log  sin  die  gesuchte  scharfe  Reduktion  des  log  sin  auf  den  log  arc 
ergeben. 


Sinx  —  X 

1.2.3       1.2.3.4.5 

sin  X       - 

X 

1          9                  1            i 

f^  -V-              Ii4           .... 

X            1 

x^  +  .^x^-r 

sin  X         6 

§  12. 


Mit  Hilfe  des  Vorstehenden  wird  die  Berechnung  kleiner  sphärischer 
Dreiecke,  von  welchen  die  Winkel  und  irgend  eine  Seite  gegeben  sind,  sich 
folgendermassen  gestalten.  Zunächst  ist  zu  bestimmen  der  Krümmungs- 
halbmesser des  ersten  Vertikals  für  einen  Punkt  zur  geographischen  Breite  7  „, 
welch  letztere  der  mittleren  Breite  des  Dreiecks  oder  des  Dreiecksnetzes 
entspricht,  mit  Hilfe  der  Formel  (6)  in  §  2 

rx  =    ^  >      also 

yl  —  e^  sin^  cf)Q 

ri  —  — -r .    wenn    si)i  l  —  esincfo  gesetzt  wiid,  oder  auch,  wenn  die  rechte 
cosA, 

Seite  obiger  Formel  in  eine  Reihe  entwickelt  wird,   mit  Vernachlässigung 

der  Glieder,  welche  nur  die  achte  Dezimale  beeinflussen: 

,  ,  J/  „    .  .  3f  .    .   . 

logri  =  log  a  -+-  ^f^  sin"-  qPo  "*"  t  ^    ^^"    'Toi 

wobei  M  den  Modul   der  J3r/gg'sc\ien  Logarithmen   bezeichnet. 
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Mit  Anwendung  der  in  §  6  gebrauchten  Zahlen  ist 
%a  =  6.80464346 

/o^^^2^  7.161  1647— 10 
;(,^:^<.4^4.684  5451  — 10. 

Beispiel.         qro  =  '^8"  31'  12";  (geogr.  Breite  von  Tübingen  s.  unt.) 
loijsin^tfo  =  0.749180 

7.161165—10 


6.910  345—10       ;       Num.  =  0,000  81348 


Zo^5en>o  =  9.49836 

4.68455—10 


4.18291—10  ;  Num.  =  0,000  OOlög 
loga  =  Q.  804  64346 
Zo^ri=  6.805  4585. 

Sodann  muss  man  den  sphärischen  Excess  jedes  Dreiecks  kennen;  mit  Hilfe 
des  Excesses  können  die  gemessenen  Dreieckswinkel  von  den  Beobachtungs- 
fehlern  befreit  werden.  Es  seien  zwei  Seiten  des  Dreiecks  gleich  a,  b  und  der 
von  ihnen  eingeschlossene  Winkel  gleich  6',  so  ist  sehr  nahe  der  Flächen- 
inhalt des  betreffenden  sphärischen  Dreiecks  gleich  -^ab  sin  C  und  daraus 
erhält  man  den  sphärischen  Excess  s  des  Dreiecks  in  Sekunden 

e"  —  ab  sin  C  ^^     ; 
2r; 

es  ist  leicht  zu  sehen ,  dass  die  Seiten  a,  h  für  den  vorliegenden  Zweck 
genau  genug  gefunden  werden,  wenn  man  das  Dreieck  als  ebenes  Dreieck 
unil  zwar  mittelst  fünfstelliger  Logarithmen  berechnet.  Für  ein  Netz  von 
Dreiecken,   welche   als   auf  derselben  Kugel  vom  Halbmesser  r*)  liegend 

angenommen  werden  können,  ist  der  Logarithmus  von  —jy   konstant,  und 

Q 
ein  für  allemal  zu  berechnen.     Er  beträgt  z.  B.  für  den  oben  gefundenen 

Halbmesser  r^  1 .  40248  -  10     oder     log-^  =  8.  59752. 

Als  Beispiel  diene  das  Dreieck,  welches  das  von  Soldner  gemessene 
bayrische  Dreiecksnetz  mit  dem  württembergischen  verbindet: 


*)     Im  folgenden  wird,   so   lange  von  rein  sphärischer  Dreiecks-  und  Coordi- 
natenberechnung  die  Eede  ist,  der  Kugelhalbmesser  einfach  mit  r  bezeichnet  werden. 

Anm.  d.  Üb. 
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Gemessene  Winkel 

R 

=  710 

24' 

4i/'3 

B 

=  61 

40 

42,2 

A 

=  46 

54 

45,0 

180 

0 

8,5. 

Roggenburg  (südl.  Turm) 

Bussen 

Änger  (Signal)*) 


Die  Seite  BR  hat  sich  aus  der  Berechnung  des  württemb.  Dreiecks- 
netzes**), wenn  die  württembergische  Basis  auf  das  Meer  reduziert  an- 
genommen wird,    (=26477,556  Toisen)  =  51605,72»,  ergeben. 


Daraus  folgt :   log  B  R  =  4  .  7 1 270 
%^i2  =  4.79382 
Zo^5mß  =  9.97673—10 


n  Q  1 

const.  log  ^7-5  =  i 


40248-10 


Korrigierte  Winkel :  f) 

Roggenburg  R= 
Bussen           B  = 
Änger            A  = 

710 
61 

:46 

24'40,"9 

40  42,8 
54  44,0 

180     0    7.7. 


Zo^£"=  0.88573 
s"=  7,"686 

Der  Fehler  in  der  Winkelsumme  (im  vorstehenden  Beispiel  0,"8)  wird 
auf  die  drei  Winkel  gleich  verteilt,  wenn  die  letzteren  mit  derselben 
Genauigkeit  gemessen  sind ;  wenn  dies  nicht  der  Fall  ist,  so  ist  jener  Ge- 
samtfehler in  entsprechende  ungleiche  Teile  zu  teilen.  Und  wenn  derselbe 
Punkt  mit  Hilfe  mehrerer  Dreiecke  bestimmt  werden  kann,  so  ist  bei  der 
Korrektion  der  Winkel  zugleich  auf  alle  diese  Dreiecke  Rücksicht  zu  nehmen. 
Es  ist  nun  logBR  =  4.  712  69785 

^o^r  =  6.805  4585 

7  .  907  24   ;     diesem  Wert  entspricht  in 


loff  arc  B II 
Tafel  I  die  Reduktion  auf  sin 


4:7 o,  somit 


loff  r  sin 


BR 


4.7I2693I3 


%6mJ.  =  9.  863  50608 
4 .  849 1870. 


*)    Auch  Eschachberg  genannt. 

**)  Über  die  von  Bohneiiberger  angegebenen,  aus  der  württembergischen  Landes- 
vermessung hervorgegangenen  Dreiecksseiten  vgl.  das  Vorvvort.  Über  die  Messung  der 
württembergischen  Basis  Solitude-Ludwigsburg  vgl.  BoJwenberger  in  Württembergische 
.Jahrbücher  1822,  S  72  und  Kohler,  Die  Landesvermessung  des  Königreichs  Württem- 
berg. Stuttgart  1858.  S.  45—70.  Die  Länge  der  württembergischen  Basis  Solitude- 
Ludwigsburg  ergab  sich,  reduziert  auf  den  Meereshorizont,  gleich  40118,718  Pariser 
Kuss  =  13032,14»».  Nach  einer  neueren  Bestimmung  der  Länge  der  verwendeten  Mess- 
stangen (s.  d.  Vorwort)  ist  diese  Zahl  in  13033,35  m  zu  ändern. 

f )  Über  die  nicht  gleichförmige  Verteilung  des  Fehlers  der  Winkelsurarae  dieses 
Dreiecks  vgl.  die  sogleich  im  Text  folgende  Bemerkung,  ferner  auch:  Kohler,  A.  a.  0. 
S.  152,  No.  15;  oder  Klemm,  Die  trigonometrische  Aufnahme  eines  Landes.  1.  Heft, 
Stuttgart  1842.    S.  05.  Anm.  d.  Üb 
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log f^mR=d.  91  Q7dl2.s 
lo]f8inB  =  0.9UeS0i)s 

Wr.«?/«         =4.825  91828 
r 

/or7,«,/^^=4.793  8177i 
r 


Kediikt.  auf  die  arc 


4- 70,i     für  das  Arg.  log  sin 

r 

+  Dog        .        .         ,      L(Ki  sni 

r 


logBA-=A.  825  92624  ;     B  A  =-  66  977,08  ,» 
log BÄ  =  A.  793  8245;  ;     //  A  =  62 204,90  »-  *) 

Wenn  man  das  obige  Beispiel  nach  Legendres  Methode  berechnet, 
so  findet  man  mit  den  Winkeln  B'=  71"  24'  3e,"33,  B'=  61 «  40'  40,"23, 
A'  =  4()"  54'  4 1  ,"44  ,  log  i?  J  =  4  .  825  9262.5 ,  logNA  =  4.  793  8246o, 
also  vollständige  Übereinstimmung. 

Es  ist  hiezu  zu  bemerken,  dass  die  achten  Dezimalziffern  nur  aus 
den  P.  pr.  beibehalten  wurden  (dass  also  die  Rechnung  mit  siebenstelligen 
Logarithmen  geführt  ist). 

Wenn  ein  ganzes  Netz  von  Dreiecken  für  denselben  Halbmesser  r  zu 
berechnen  ist,  wird  es  zweckmässig  sein,  an  Stelle  der  log  sin,  welche  die 

Tafel  I  enthält,  als  Argument  die  Werte  log  sin  ~ -^  log  r  zu  verwenden; 

mit  einer  derartig  eingerichteten  Tafel  wird  es  möglich  sein,  die  einem 
gegebenen  log  sin  entsprechende  Bogenlänge  für  den  Halbmesser  r  imd 
umgekehrt  unmittelbar  zu  entnehmen,  so  dass  dann  die  Berechnung  der 
sphärischen  Dreiecke  eben  so  bequem  auszuführen  ist  wie  die  der  ebenen 
Dreiecke. 


§  13. 


Nicht  schwieriger  ist  die  Berechnung  eines  kleinen  sphär.  Dreiecks,  von 
welchem  zwei  Seiten  i,  c  und  der  eingeschlossene  Winkel  A  gegeben  sind. 


*)  Die  Seite  HA  ergab  sich  aus  der  Münehener  Basis  und  den  bayrischen 
Dreiecken  nach  (S'oWner  =  62205,14»».  Die  Übereinstimmung  der  beiden  Zahlen  kann 
natürlich  keineswegs  als  Ausdruck  der  Genauigkeit  der  wtirttenib.  und  bayr.  Triangu- 
lierungen  betrachtet  werden,  wie  das  noch  heute  teilweise  zu  geschehen  scheint,  sondern 
ist  lediglich  einer  zufälligen  glücklichen  Fehlerkompensation  zuzuschreiben,  wie  auch 
Bohnenberger  annahm.  Eine  Zusammenstellung  der  württembergisch  -  bayrischen  An- 
schlüsse  überhaupt    siehe   in   dem   oben   angeführten:     ,Die  bayr.  Landesvermessung" 
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Es  seien  .-1,  B,  C  die  den  Seiten  «,  /^  c  gegenüberliegenden  Winkel,  so  ist 

sin  b  :  sin  c  —  sin  B  :  sin  C,  woraus 

{sin  h  4-  sin  r) :  {sin  b  —  sin  c)  =  tp  .^  (^  +  ^)  '•  ^9  2  (^*  ~  ^') 
oder  durch  Einführung  des  Hilfswinkels  X  mittelst  tgX=    .  - 

^^  i  (i'  -  C)  ^  t<j  {X  -  45")  tg\{B  +  C). 
Nun  ist  aber  der  sphärische  Excess  des  Dreiecks  gegeben  durch 

t"z=z  h  c  sin  A  ■  1^.2      .      somit  ist 

\{B+  r)  =  \{im^  +  t  -A) 

und  also  aiicli  mit  Hilfe  der  vorigen  Gleichung  jeder  der  Winkel  ß,  (' 
bekannt.  Die  Berechnung  der  dritten  Seite  geschieht  dann  wie  in  §.  12. 
Diese  Lösung  scheint  die  bequemste,  wenn  aus  der  Berechnung  der 
Dreiecke  die  log  sin  der  Seiten  unmittelbar  gegeben  sind  und  es  ist 
klar,  dass  bei  Berechnung  des  sphärischen  Excesses  an  Stelle  von  log  b  und 

loqc   auch    die   Werte    /or/rs/n  -  und /oc/rÄ/n -verwendet  werden  können. 

r  '  r 

Doch  kommen  auch  Fälle  vor,  in  denen  die  Seiten  selbst  gegeben  sind  oder 
in  welchen  der  gegebene  Winkel  A  klein  oder  sehr  wenig  verschieden  von 
180"  ist  und  aus  einem  dieser  Gründe  die  dritte  Seite  nach  der  gewöhn- 
lichen Methode  nicht  genau  berechnet  werden  kann.     Dann  ist  aber*) 

sin  "nT  {B  —  C)  sin  -^  a  =  sin  -^  {h  —  c)  cos  -0  A 

cos  -ö"  {B  —  C)  sin  -^  a  =  sin  -K^{b  +  c)  sin  -^  A. 
Mit  Hilfe  der  Tafel  I  erhält  man 

log  sin  -^{b  —  c)        und        log  sin  -^{b  -{-  c), 

mittelst  deren  dann  also  -^{B  —  C)  und  die  dritte  Seite  a  in  jedem  Fall 

bequem  gefunden  werden  können. 

Beispiel.    In  dem  Dreieck  Roggenburg,  Bussen,  Waldburg  (R  BW), 
dessen  Winkel  R  und    W  nicht  beobachtet  werden  können,  seien  gegeben 

U )g  r  sm =:  4  .  7 1 2  69 3 1  o  .      ,       ,^r-  1    1 

**  r  ^    '         yo   i  ^       g^^jß  ^^Y  Winkel 

.BW  ^,  I     B  ^  89"  36'  21, "20. 

log  r  sin    —  =  4  •  065  4094,,  | 


S.  727  oder  Kohln-,   a.  a.  0.,    S.  194.     Vgl.  darüber  auch  Jordan  und  Steppcs,   Das 
deutsche  Vermessungswesen  1.  Bd.     Stuttgart  1882.     S.  257.  Anm.  d.  Cb. 

*)     Theoria  motus  corporum  coelest.     Auetore  C.  F.  Gauas     §  54. 


26     — 


Hieraus  findet  sich  zunächst 


180» 


B  =    890  36'    21, "20 
-  €  =  179     59     66,04 


W+B    =^ 

90 

23 

44,84 

0.047  2836^ 

~{W 

+  B)  = 

45 

11 

52,42 

log  tg  0)  ^ 

(O  = 

48 

6 

46,38 

logtgiia  —  45*^)  = 

8.735  4678 

(O- 

-450  = 

3 

6 

46,38 

logtg~{W+R)  = 

0.0030001 

liw 

-B}  = 

3 

8 

logtg\{W-R)  = 

8.7384679 

3,91 

,          .    BR 
log  r  sin  —  = 

4.71269313 

W  = 

48 

19 

56,33 

log  sin  W  = 

9.873  3283o 

B  = 
B  = 

42 
89 

3 
36 

48,51 

4.83936483 

21,20 

log  sin  R  = 

9.82604463 

Probe: 

180 

0 

6,04 

log  sin  B  = 

9.999  98972 

.   BW 

log  r  sin = 

4.66540946 

.  Riv 

log  r  Sin =1 

4.839  35455 

B  W 

=  46282,123, 

n 

Reduktion  auf  die  < 

1     +  38o 
i     +  846 

log  B  W  = 

4.665  41326 

logRW  = 

4.839  3630i 

BW 

=  69081,700, 

n 

Wenn  man   die   zweite  Methode   anwenden   will,   so   wird  sich   die 
Rechnung  folgendermassen  gestalten: 

BR  =  51605,720.,      1.  B  =  44«  48'  to,"6o 
5  IF  =  46282,123  ,u 


BB  -\-  BW=  97887,843 
BB  —  BW=    5323,597 


{BR  +  BW)=  48943,922     ; 
-;  {BB  —  B  W)  =     2661,799     ; 

Reduktion  auf  die  sin  | 


%  =  4.689  6988i 
Zö^  =  3.42517524 

-425 
-   Ol 


4.689  69456 
3.42517523 

log  sin  ^B  =  9.847  98617 

log  cos  ^B  =  9.85097355 


log  cos  "ö"  (  "  — ^)  *'*^  ~o  ~ 

log  sin  -y-  ( W — R)  sin  -^ --" 
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=  4.537  68073 
=  3.2761487« 


log  tg  ^  ( W—R)  =  8 .  738  468O5  \  ( W—R)  =  3«  8'  3,"91 


wie  oben. 


logcos~{W—R)  ^  9.99934983 
1  BW 


log  sin 


=  4.538  3309o, 


woraus  man  durch  Addition  der  Keduktion  +  2I2  auf  den  Bogen,  sowie 
des  log2  =  0.  301  0300  erhält  logR  W=  4 .  839  36302  wie  oben. 


§  14. 


Von  der  wichtigen  Aufgabe:  Wenn  drei  Punkte  A,  B,  C  im  Kaum  ihrer 
gegenseitigen  Lage  nach  gegeben  sind,  einen  vierten  Punkt  D  so  zu  bestimmen, 
dass  von  ihm  aus  die  Strecken  B  C,  CA,  AB  unter  gegebenen  Winkeln 
a,  ß,  y  erscheinen,  ist  bis  jetzt  keine  allgemeine  Auflösung  vorhanden. 
Die  nachfolgende  Lösung  bezieht  sich  auf  den  Fall,  dass  der  gesuchte 
Punkt  und  die  gegebenen  Punkte  derselben  Kugelfläche  angehören;  die 
Lösung  ist  zwar  eine  indirekte,  aber  für  alle  in  der  Geodäsie  vorkommenden 
Fälle  völlig  ausreichend.  Es  seien  A.B,C  die  Winkel  des  gegebenen 
sphärischen  Dreiecks,  a,b,c  die  gegenüberliegenden  Seiten;  die  Bezeich- 
nung sei  so  gewählt,  dass  die  Seite  b  innerhalb  des  sphärischen  Vierecks 
AB  CD  liege  (vgl.  Fig.  9)  und  es  werde  der  Grosskreis  durch  B  und  I) 
gelegt.  Ausserdem  sollen  die  gegebenen  Winkel  ABB  und  BBC  y  und  « 
heissen  und  die  gesuchten  Winkel  BAD  und  B  C  D  (p  und  ip,  so  wird 

'S  .    ^  -r^       sin  c  sin  a  .      ,        t^    .    ,     „ 

BD= -. — ^  m  dem  Dreieck  BAD 


sin 


sin  y 


und       =  -__ — ~  in  dem  Dreieck  BCD, 

somit 


sm  a 


Figur  9. 


tgn)  = 


sin  (f  :  sin  \p  =  sin  a  sin  y 

:  sin  c  sin  a 

=  sin  A  sin  y 

:  sin  C  sin  a 

=  tg  m  '.   1 

,    wenn 

sin  A  sin  y       sin  a  sin  y 
sin  C  sin  a       sin  C  sin  a 

gesetzt  wird; 

daraus  folgt; 


i^f^iff  -  ip)  =  iff  {oy  -  'i^')tg-^{(f  +  # 


Der  sphärische  Excess  e  des  Dreiecks  A  B  C  ist  nun  bekannt  und   wenn 
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man    den   sphärischen  Excess   des  Dreiecks  Alx'   mit  *,    bezeichnet,   so 
niiiss  sein  B  +  I)  -\-  tj  -f-  ip  =  SHO"  4-  6  +  e,, 

woraus  man  mit        360"  -+-  t  —  (7)  H-  «  +  y)  -  2  N  erhält 

-s-  (y  4-  (/;)  =  aS  +  -„  6i 


nnd  (hther 


1 


Vernachlässigt  man  den  sphärischen  Excess  6, ,  so  erhält  man  einen  Näherungs- 
wert für  ^-{(f>  —  ip),  mit  dessen  Hilfe  es  möglich  sein  wird,  eben  diesen 

Excess  i,  mit  genügender  Genauigkeit  zu  bestimmen.  Setzt  man  dann 
diesen  Wert  tj  in  die  obige  Gleichung  ein,  so  erhält  man  den  genauen  Wert 

von  t(/  2  (y  ~"  t/')-  —  ^an  zählt  nun  die  beobachteten  Winkel  stets  im  gleichen 

Drehungssinn,  z.  B.  von  links  nach  rechts,  so  dass  a  den  Winkel  zwischen 
B  und  C,  y  den  Winkel  zwischen  A  und  J5,  (y  +  «)  den  Winkel  zwischen 
.4  und  r  bezeichnet.  Ist  y  +  «  >  ISO*^,  so  liegt  der  gesuchte  Punkt 
innerhalb  <les  gegebenen  Dreiecks  und  der  sphärische  Excess  f,  wird  negativ; 
wenn  ferner  der  mittlere  der  gegebenen  Punkte  mit  dem  gesuchten 
Punkt  auf  derselben  Seite  der  Dreiecksseite  liegt,  welche  die  beiden 
äusseren  gegebenen  Punkte  verbindet,  so  ist  anstatt  des  dieser  Seite 
gegenüberliegenden  Winkels  dessen  Ergänzung  zu  360°  zu  nehmen  und  der 
sphärische  Excess  t  des  gegebenen  Dreiecks  wird  negativ. 

Als  Beispiel  diene  das  folgende:  das  gegebene  Dreieck  sei  das  in 
§  13  berechnete  und  gegeben  seien  ferner  die 
Winkel 

y  =  62"  35'  54,"3 

zwischen  Roggenburg-  und  Waldburg, 

«=  i3^'5i'35,"4 

zwischen  Waldburg  und  Bussen; 

die  die  beiden  äusseren  Punkte  verbindende  Seite 

liegt  zwischen  dem  mittleren  gegebenen  und  dem 

gesuchten    Punkt,    welch   letzterer   jö*)    heisse 

(vgl.  Fig.   10).     Damit  wird 

RR 

log  r  sin  -  -  =4.712  693 1  -^  (vgl.  S.  25) 

y  -  62"   35'   54,"3 
«^  13     51     35^4 


y*/.  fZoooeoo 

ges 
Tvff 

Finur  Kl. 

R-42"       3' 

48,"5i 

W=  48     19 

56,33 

B  =  89    36 

21, 20 

y  -f-  a  =  76     27    29,7 


180       0     6,04 


*)  Der  gesuchte  Punkt  II  ist  das  Signal  Ilcroldstait   und   die  obigen  Winkel  y 
und  a  sind  aus  dem  Triangulieiungsnetz  berechnet. 
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w= 

48' 

>   19' 

56,"33 

log  sin  R  —  9 

.  826  04463 
948  31649 

II 

'  +  a  +  y  — 

124 

47 

26,03 

log  sin  y  =  9 

3600+  6  = 

359 

59 

66,04 

9 

.77436II2 

2ä- 
S  = 

235 
117 

68 

12 

30 

3 

40,01 

log  sin  JB  =  9 

log  si)i «  =  9 

999  98972 
379  39156 

20,00 

9 

379  38128 

log  tg  CO  =^  0 

394979S4 

48,936 

logtg{(ü  -  450)  =  9 
log  tgS=0 

629  I9O69 

281  57?? 

1 

2 

1 

«  -450  = 

23 

-39 
117 

3 

9  16 
36  20 

48,936 

fog  tg  2"  (</)  —  i/^)  =  9 
(Näherungswert) 

910  76  w 

^  Näher 
[       Werl 

(f  = 

78 
156 

26  54 
45  36 

£1=1170  36' 21,"  89;  es  ist  also 


Mit  Hilfe   dieser  Näherungswerte   von  (/  und  tp  findet   sich  ei  =  3,"783 
und  hieraus  genau:  ^  (cf,  -\-  ip)  =  S  +  -^ 
logtg{(o-Ab^')   =9.62919069 
logtg{S  +  \s,)  =  0.  281  5627i w 


log  tg-^{<p—tp)  =  9.  910  7534o»i|  ^  Uf  -  ip)  =  -  39«  9'  14,"  12 

woraus  sich  die  genauen  Werte  der  Winkel  q  und  ip  ergeben,  nämlich 

g,  =  780  27'  7/'77       , 
Endlich  ist  nach  dem  Beispiel  in  i^  13 

R  W 

log  r  sin    =  4  .  839  35455  log  r  sin 


ip=z  1560  45'  3r,;'oi. 
BW 


log sinq,  =  9.  991  11874 

4 .  830  4732., 
J^Jlogsiny^O.Obl  6835i 

log r sin  ^.^=4.8821508,, 


log  sin  xp 


4 .  665  4094^ 
9.596  1388, 


4.261  5483i 
^;%5m«  =  0.62060844 

WH 

log  r  sin  =  4  .  882  1567,, 


Daraus  erhält  man  mittelst  der  Tafel  I  %  Trzr=  4  .  882  1670« ,  also 
IfV/ ^  76  237,22  m.  Die  übrigen  Seiten  sind  wie  in  §  12  zu  berechnen. 
Wenn  mehr  als  drei  Punkte  ihrer  Lage  nach  gegeben  sind,  welche 
von  dem  zu  bestimmenden  Punkt  aus  anvisiert  werden,  so  können  die  be- 
obachteten Winkel  in  verschiedener  Art  kombiniert  werden  und  es  werden 
sich  meist  ebeusoviele  unter  sich  verschiedene  Bestimmungen  des  gesuchten 
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Punkts  ergeben.  Es  ist  aber  in  diesem  Falle  möglich,  durch  Anwendung 
der  Methode  der  kleinsten  (^uidrate  die  La<>'e  des  gesuchten  Punkts  viel 
genauer  zu  bestimmen  und  zugleich  erhält  man  Aufschluss  über  die  Fehler, 
mit  welchen  die  Angaben  über  die  Lage  der  gegebenen  Punkte  selbst 
behaftet  sind.  Die  Auflösung  dieser  Aufgabe  hat  Gauss*)  für  den  Fall 
gegeben,  dass  alle  Punkte  in  derselben  Ebene  liegen  imd  es  wird  sich 
unten  zeigen,  dass  eine  ähnliche  Rechnungsart  angewendet  werden  kann, 
wenn  alle  Punkte  derselben  Kugelfläche  angehören. 


*^  IT). 


Die  Berechnung  der  sphärischen  Coordinaten  kann  auf  die  Berechnung 
von  sphärischen  Dreiecken  zurückgeführt  werden,  deren  Seiten  sehr  klein 
sind  oder  von  90**  sehr  wenig  abweichen.  Man  nehme  wieder  eine  Kugel 
an ,  (leren  Halbmesser  gleich  ist  dem  Krümmungshalbmesser  des  ersten 
Vertikals  für  einen  Punkt  nahe  der  Mitte  des  ganzen  Dreiecksnetzes.  Durch 
diesen  Punkt,  welcher  als  Nullpunkt  der  Abscissen  angenommen  wird,  sei 
der  Meridian  gezogen  und  dieser  sei  die  Abscissenaxe  x',  dabei  werden  die 
Abscissen  nach  Norden  hin  positiv,  in  der  entgegengesetzten  Richtung 
negativ  genommen.  Die  Ordinaten  y  sind  nun  die  Bögen  der  auf  dem 
genannten  Meridian  senkrecht  stehenden  Grosskreise  und  sollen  gegen 
Osten  positiv,  gegen  Westen  negativ  gezählt  werden.  Wenn  die  Entfernung 
eines  auf  der  Kugelfläche  liegenden  Punkts  vom  Coordinatenursprung, 
sowie  das  Azimut  seiner  Verbindungslinie  mit  dem  letzteren  gegeben  sind, 
so  sind  (aj,  y)  die  Katheten  eines  rechtwinkligen  sphärischen  Drei- 
ecks, in  welchem  die  Hypotenuse  und  der  der  Kathete  y  gegenüberliegende 
Winkel  bekannt  sind,  es  werden  also  hieraus  die  Coordinaten  (^,  y)  einfach 
zu  bestimmen  sein,  entweder  mit  Hilfe  der  gewöhnlichen  Rechnungsweise 
oder  besser  mittelst  der  in  §  12  angegebenen.  Der  sphärische  Excess  des 
genannten  Dreiecks  ergiebt  dann  unmittelbar  den  anderen,  an  der  Hj'po- 
tenuse  liegenden  Winkel,  den  man  nötig  hat,  wenn  man  mit  der  Berechnung 
von  dem  ersten  zu  weiteren  Punkten  fortschreiten  will.  Im  gewöhnlichen 
System  rechtwinkliger  ebener  Coordinaten  wird  durch  jeden  Punkt  des 
Systems  eine  der  Abscissenaxe  parallele  Gerade  gezogen  und  der  Winkel, 
welchen  eine  von  jenem  Punkt  ausgehende  Gerade  mit  dieser  Parallelen 
einschliesst,  heisst  der  Richtungswinkel  dieser  Geraden.  Analog  dieser 
Konstruktion  soll  in  dem   hier  vorausgesetzten   sphärischen  Coordinaten- 


*)  Schuniacher's  astronomische  Nachrichten.     N.  6. 
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System  durch  einen  Punkt  ein  zur  Abscissenaxe  paralleler  Kleinkreisbogen  *) 
gezogen  werden  und  der  Winkel  zwischen  diesem  und  einem  beliebigen, 
durch  jenen  Punkt  gehenden  Grosskreisbogen  heisst  der  Richtungswinkel 
des  letzteren;  die  Richtungswinkel  werden  dabei  von  Nord  über  0.,  S.,  W, 
von  0'^  bis  360»^  gezählt. 

Es  seien  nun  (vgl.  Fig.  11)  die  Coordinaten  (A'y,?/^)  eines 
Punkts  Ao  gegeben;  es  sollen  die  Coordinaten  (x,  y)  eines 
Punkts  Ä  bestimmt  werden  aus  der  gegebenen  Entfernung 
A^)  A  —  d  und  dem  Richtungswinkel  ?o  dieses  Bogens  in  dem 
gegebenen  Punkt  A^^;  der  Winkel  i^  werde  als  ein  spitzer  vorausgesetzt. 
fUvA.  Wenn  die  Ordinaten  der  beiden  Punkte 

bis  zu  ihrem  Schnittpunkt  S  verlängert 
werden,  so  ist  der  letztere  einer  der 
Pole  des  angenommenen  Meridians  (liegt 
also  auf  dem  Äquator  der  Erdkugel) 
und  zwar  derjenige,  welcher  mit  den 
Ordinaten  3/0 1  ^i  welche  positiv  vor- 
ausgesetzt werden,  auf  derselben  Seite 
*y  des  Meridians  liegt  So  entsteht  ein 
sphärisches  Dreieck  ^0  ^  S,  von  wel- 
chem gegeben  sind  die  Seiten  S  Af^ 
=  ^ —   .'  ^o^=-und  der  von  beiden  eingeschlossene  Winkel,  nämlich 

(90*^  —  ?o)-     l^iö  dritte  Seite  des  Dreiecks  ist  \-^—    )  und  der  gesuchte 
Winkel   in  S   misst   den  zwischen    den  Ordinatenfusspunkten   enthaltenen 
Meridianbogen  (*'— a?o).    Es  ist  demgemäss,  wenn  man  die  Coordinaten 
und  d  in  Halbmesserteilen  ausgedrückt  annimmt, 
(1 )  sin  y  =  sin  3/0  cos  d  +  cos  i/q  sin  d  sin  /q 

sin  d  cos  ?o 


T-Sr 


jt".'-^' 


Figur  U. 


(2) 


tgix  —  ooo)  = 


Cos  d  cos  yo  —  sin  d  sin  yo  s''>^  «0 
Wenn  man  den  Richtungswinkel  des  über  den  Punkt  A  hinaus  verlängerten 
Bogens  ^0  A  in  dem  zu  bestimmenden  Punkt  A  mit  x  bezeichnet,  so  ist 

sin  d  tg  3/0 


(3) 


tg  X  =  cos  d  tg  ?o  — 


COS?o 


Führt  man  einen  Hilfswinkel  X  durch  tg  /,  =  tgd  sin  io  ein,  so  erhält  man 

cos  d  sin  (3/0  +  ^) 


(4) 


sin  y 


cos  k 


*)  Soldner  zählte  die  Richtungswinkel  von  den  Ordinatenkreisen  selbst  aus  und 
B.  legt  durch  den  Punkt  einen  Grosskreis,  der  senkrecht  steht  zum  ürdinaten- 
kreis  des  Punkts.  Die  letztere  Definition  ergieht  dieselben  Pachtungswinkel,  wie 
die  im  Text  angegebene.  Wichtig  ist  nur,  diese  Richtungswinkel  und  die  Azimute 
auseinander  zu  halten.  Anm.  d.  ib. 


(5)  t(j{x~Xo) 
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sin  X  ctg  {q         cos  Xtg  d  cos  i^ 


cos  (2/0  +  /)  cos  (i/o  +  /) 

wozu  noch  genommen  werden  kann 

,^.  •    /  \       sind  cos  in 

(o)  sin  [x  —  Xq)  ■= 

cosy 

Da  alle  in  den  vorstehenden  Formeln   enthaltenen  Winkel  mit  Aus- 
nahme der  Richtungswinkel  sehr  klein  sind,  so  kann  die  Rechnung  auf  ähn- 
liche Art  eingerichtet  werden,  wie  in  den  §§11  und  12.     Es  ist  nämlich 
log  ig  d  =  log  sin  d  +  E  log  cos  d       oder  da 

,  1 

sec  a  =^  — 1 

y  1  —  sin^  d 
so  wird,   wenn   M  den  Modul   der  Brigg^mh^n  Logarithmen  bezeichnet, 

log  sec  d  =  JElog  cosd  =  Y  Msin"^  ^  +  x  Msin^  d  -h  —       oder   auch, 

wenn  d  nicht  in  Halbmesserteilen,  sondern  in  Längeumass  vorausgesetzt  wird, 

Elog  cos  —  —  ^Mstir 1-  -7-  Msm^  —  ; 

es  geht  damit  aus  §  11  hervor,  dass  diese  Elog  cos  d  mit  Hilfe  der 
Tafel  1.  bestimmt  werden  darf,  so  oft  man  die  auf  das  erste  Glied  folgen- 
den Glieder  vernachlässigen  kann.  Die  gesuchte  Zahl  wird  dann  das 
dreifache  des  aus  der  Tafel  I.  entnommenen  Wertes  sein. 

Aus  der  Gl.  (3)  kann  man  leicht  die  folgende  scharfe  Formel  ableiten: 

/rjs  /.  X  Q  COS  in  ,      . 

(7)  tg(^^^—^)  =  —t __      ,       wobei 

1  —  qsinzo 

q  =  sin  dtgya  —  2  sin^  -^  d  sin  Iq 

gesetzt  ist;  und  durch  Reihenentwicklung  erhält  man  aus  (7)  die  folgende 
sehr  rasch  konvergierende  Reihe  *) 

(8)         iQ  —  X  =  </  cos  /o  +  Y  (?^**'"  2/0  —  -^c/^  cos  3  /,, 


S  16. 


Die  rechtwinkligen  sphärischen  Coordinaten  können  nur  innerhalb 
der  oben  bereits  bezeichneten,  verhältnismässig  sehr  engen  Grenzen  an- 
gewandt werden  und  man  wird  also  die  im  vorigen  §  aufgestellten  For- 
meln in  Reihen  entwickeln  und  dadurch  die  ganze  Rechnung  abkürzen 
können.  Es  ist  nämlich  bis  auf  kleine  Grössen  der  dritten  Ordnung  aus 
Gleichung  (I)  des  vorigen  §: 

*)  Euleri  Institutiones  calc.  ditf.  P.  II.  cap.  IV.  §  87. 
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sin  y  =  {y^  —  ~ yl)  (1  —  y  (f")  +  (1  —  y  2/o)  (^  —  -q"  ^^^  ^'"  ^0 

—  2/0  H-  rf  sin  ?o  —  Y  cP  yo—'^  dyl  sin  ?o  —  ^  3/o  —  g  ^^^  «'*'  ?*()» 
woraus  man,   da  y  =.  siny  ~\-  -w sin^y,   erhält 

y  =1  y^  -\-  d  sin  ?o  —  y  .Vo  f^^  <'ö*'^  ?o 5"  <^  ^  '^'^^  ^'o  <^ö5^  i^  ; 

dabei  sind  ?/,  yo  und  rf  in  Halbmesserteilen  ausgedrückt. 

Setzt  man  also,  wenn  d  nun  die  Entfernung  im  Längenmass  bedeutet, 

{d  cos  ?o  =  m-i 
d  sin  ?o  =  n, 
so  erhält  man,    wenn   der  Kugelhalbmesser  wieder  mit  r  bezeichnet  und 
die  Coordinaten  ebenfalls  im  Längenmass  gedacht  werden. 


(1)  y  =  yo+n—  2^f 


m^2/o        m^w 

^672" 


Ferner  liefert  die  Gleichung  (6)  des  vorhergehenden  § 

sin  {x  —  xq)  =  yd ^]  (  1  +  ^  j  cos z'o 

=  d  cos  {q  +  Y  y^dcos  «0  — ^d^  cos  io ,      woraus, 
da  x  —  c^o  :=  sin  {x  —  ^o)  +  y  ^'"^^  (^  —  -^o)  > 

X  —  Xo  =  d  cos  ?o  +  -^y^  d  cos  io  — w-d^  cos  ?o  sin^  ?o  oder  endlich 


(2)  0)  =  x'o  +  m  + 


my^ 


2  r-2  6  r2 


Schliesslich  erhält  man  aus  der  Formel  (8)  des  vorigen  §  mit  Ver- 
nachlässigung der  Glieder  von  höherer  als  dritter  Ordnung 

?o  —  X  =  yo  d  cos  io  +  y  d^  sin  io  cos  io     in  Teilen  des  Halbmessers  oder 

{io  —  x)"=  myo  .^^  +  mn.  |-^     in  Sekunden. 

Bezeichnet  man  den  Richtungswinkel  des  Bogens  Ao  A  im  Punkt  A  mit  i^ 
so  wird  demnach 

n  n 

(^)  i  =  1^0^  4-  ?o  —  7n  yo  .  ^  —  m  n  ^  • 

Die  Formeln  (1),  (2)  und  (3)  stimmen  mit  denen  iVberein,  welche  Söldner 
bei  Berechnung  der  bayrischen  Landesvermessung  benützt  liat,  wenn  die 
Ordinaten  gegen  Westen  als  positiv  angenommen  und  die  Richtungswinkel 

Bohnenbery  er- JI  am  luor,    Bereohiuing  d.  trig.  Mes8.  3 
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von  diesen  Ordinateu  oder  vom  westlichen  Pol  des  Meridians  aus  gezählt 
werden.*)  Vernachlässigt  man  die  Glieder,  in  welchen  der  Halbmesser  r 
vorkommt,  so  wird 

y  =yi>  +  i>=i/o  +  d  sin  ?o 

cc  --=  Xo  +  m  =  {Cq  +  (/  cos  ?Q  und 

/=1800  +  /o, 
d.  h.  man  erhält  die  für  ebene  rechtwinklige  Coordinaten  giltigen  Formeln. 

Wenn  nun  der  Richtungswinkel  i  einer  Seite  in  ihrem  Endpunkt, 
sowie  der  Winkel  gegeben  ist,  welchen  eine  zweite  Seite  mit  jener  ein- 
schliesst,  so  lässt  sich  der  Richtungswinkel  dieser  neuen  Seite  am  ein- 
fachsten allgemein  angeben,  wenn  die  Winkel  zwischen  den  Seiten  stets 
von  den  ihrer  Lage  nach  gegebenen  Seiten  aus  im  gleichen  Drehungssinn 
gerechnet  werden,  in  welchem  die  Richtungswinkel  von  0*^  bis  360^  zu 
zählen  sind.  Bezeichnet  man  nämlich  den  in  dieser  Art  gezählten,  aus 
dem  Dreiecksnetz  zu  entnehmenden  Winkel  zwischen  der  gegebenen  und 
der  folgenden  Seite  mit  /?,  so  ist  der  gesuchte  Richtungswinkel  der  letz- 
teren stets  {?.  -+-  ß).  Hat  man  die  Coordinaten  der  Endpunkte  der  Grund- 
linie in  einem  beliebigen  Dreieck  gefunden,  so  kann  man  demnach  aus 
denselben  die  Coordinaten  der  dritten  Ecke  des  Dreiecks  auf  doppelte  Art 
bestimmen,  nämlich  von  jedem  der  beiden  Endpunkte  der  Grundlinie 
ausgehend,  und  auf  diese  Art  die  Ausführung  der  Rechnung  kontrolieren. 


*^  n. 


Diese  Rechnungsmethode  soll 
durch  einige  der  württembergi- 
schen Landesvermessung  entnom- 
mene Beispiele  erläutert  werden. 
Der  Nullpunt  der  Coordinaten 
ist  hier  der  Mittelpunkt  der 
Tübintrer  Sternwarte ,  dessen 
Meridian  die  Axe  der  Abscissen  x 
liefert;  der  Halbmesser  der  für  die 
Berechnung  vorausgesetzten  Kugel- 
fläche   sei    der   Krümmuncrshalb- 


*)  Vergl.  das  oben  angeführte  Werk  über  die  bayrische  Landesvermessung. 
Das  Coordinatensystom  der  letzteren  hat  den  nördlichen  Frauenturni  in  MiincliLn  zum 
Ursprung,  die  -f-.x-Axe  ist  der  nördliche  Zug  vom  Meridian  dieses  Punkts,  wahrend 
-H  y  nach  Westen  gerichtet  ist.  Anm.  d.  Üb. 
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messer  des  ersten  Vertikals  in  der  Breite  48^  31'  12",  und  der  Logarith- 
mus desselben  wurde  in  i^  12  gleich  G  .805  45847(m)  gefunden.  Daraus 
ergeben  sich  sofort  die  folgenden  konstanten  Logarithmen: 

^0^  _L  ^  6  .  088  0531  -  20       %  g^  =  5  .  610  9318  —  20 

log^-  =  1  .  703  5082  —  10       %|^  =  1 .  402  4782  -  10. 

für  welche  übrigens  fünf  Dezimalen  völlig  genügen. 

Für  die  folgenden  Beispiele  vergl.  man  die  Figur  12. 

I.  Es  sollen  die  Coordinateu  der  Salmendinger  Kapelle  (Korn- 
bühl) berechnet  werden,  deren  Entfernung  vom  Observatorium  in  Tübingen 
gleich  18696,951)«  gefunden  wurde,  während  das  Azimut*)  i69^i2'59,"88 
beträgt.  Der  gegebene  Punkt  ist  hier  der  Coordinatenursprung,  d.  h.  es 
ist  Yo  =  0,  xo  =  o  und  die  Rechnung  wird  folgendermassen  zu  führen  sein: 


*)  Dieses  Aziinut  ist  aus  den  mit  einem  Reichenbacli'' schew  Universalin- 
strunient  angestellten  Beobachtungen  des  Polarsterns  abgeleitet  und  weicht  etwas  ab  von 
dem  Azimut  169'^r2'44,"3  desselben  Punkts,  welches  mit  einem  vierzölligen  Sextanten 
(mit  30"  Ablesung)  in  den  Jahren  1702  und  1796  bestimmt  und  bei  Berechnung  der 
sphärischen  Coordinaten  der  württembergischen  Landesvermessung  zu 
(jirund  gelegt  wurde.  Bei  Beginn  dieser  Vermessung  waren  noch  keine  zur  ge- 
naueren Bestimmung  des  Azimuts  dienenden  Instrumente  verfügbar;  es  erschien  jedoch 
nicht  angezeigt,  nachträglich  das  angenommene  Azimut  zu  korrigieren,  da  für  die  Ver- 
messung selbst  die  Abscissenaxe  ganz  willkürlich  liegen  kann  und  das  Azimut  nur  die 
geographischen  Positionen  beeinflusst.  Ausserdem  sind  die  Coordinaten  bei  der  Landes- 
vermessung in  wüittembergischeu  Füssen  ausgedrückt  und  bezielien  sich  auf  den  Hori- 
zont der  mittleren  Landeshöhe  von  Württemberg,  welche  844  Pariser  Fuss  über  dem 
Meeresspiegel  angenommen  werden  kann.f)  Ein  Württemberg.  (Landesvermessungs-j  Fuss 
ist  gleich  r2<i,97  Linien  der  von  Fortin  nach  der  sog.  Peru-Toise  (Toise  du  Pörou) 
liergestellten  Toise  (=  864  Linien),  welche  auch  bei  der  Messung  der  württembergi- 
suhen  Basis  angewandt  wurde.  Da  ferner  das  Verhältnis  von  Meter  zu  Toise  gleich 
(Num.  9.710  I8OO7  — 10)  ist,  so  hat  man  zu  den  Logarithmen  der  Eutfernungen,  welche 
die  vorliegende  Abhandlung  enthält,  zunächst  zu  addieren  log  86  400  —  hig\2Q9il  -\- 
9.7IOI8OO7 — 10,  d.  h.  0.54299269,  und  dieser  Logarithmus  ist  wegen  der  Verschie- 
denheit der  beiden  Vermessungsflächen  (Meeresspiegel  und  mittlere  Landeshöhe)  noch 
zu  vermehren  um  0.000  01B5.J,  so  dass  man  also  im  ganzen  den  Reduktionslogarithmns 
0.543  Ol  12o  anzuwenden  hat,  um  die  Logarithmen  der  Entfernungen  in  Füssen  zu  er- 
halten, welche  sich  aus  der  württembergischen  Landesvermessung  ergeben  haben.   Ausser- 


t)  Die  württembergische  Basis  Solitude-Ludwigsburg  liegt  in  einer  mittleren 
Meereshöhe  von  1019  Pariser  Fuss.  Ihre  Länge  wurde  dann  auf  den  Horizont  844 
Pariser  Fuss  ü.  d.  M.  reduziert  und  dieser  Horizont  der  ganzen  Landesvermessung  zu 
ürund  gelegt.  Diese  Höhe  ist  die  der  sog.  Ammerbasis  'Hilfsbasis)  bei  Tübingen,  welche 
\on  lif)h)ienbcrger  im  April  1819  gemessen  wurde,  während  die  Messung  der  wirklichen 
Basis  Solitude-Ludwigsburg  zwischen  dem  18.  September  und  12.  Oktober  1820  (und 
zwar  nur  einmal)  ausgeführt  wurde  Die  Meereshölie  (844  Pariser  Fuss)  der  Ammer- 
basis ist  freilich  ziemlich  beträchtlich  unter  der  mittleren  Landeshölie  Würt- 
tembergs, doch  ist  natürlich  der  Vermessungshorizont  ein  ganz  willkürlicher.  Bolmen- 
Jjfiger  setzt  in  der  vorliegenden  Abhandlung  als  VermessungsHäche  stets  den  Meeres- 
horizont voraus  mit  Rücksicht  auf  die  Anschlüsse  an  Bayern  (s.  u),  wo  bei  der 
Landesvermessung  diese  letztere  Annahme  ebenfalls  gemacht  wurde. 

Der  oben  definierte  ^Landesvermes^ungsfuss"  ist  nicht  zu  verwechseln  mit  dem 
„gesetzlichen  Württemberg.  Fuss";  während  jener,  wie  oben  bemerkt,  126,97  Linien  der 
Toise  d.  P.  lang  ist,  i-nthält  der  letzere  deren  127.  Anm.  d.   Lb. 
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logd  =  4-271  77077 
log  sin  U  =  0.272  06483 
log  cos  ?o  =  9  .  992  2625-,  11 

%>/  =  3.543  8356o 

;o^,n=4.264  03332n 

+  K  =  +  3498,127^ 


log  m2  =  8  .  52807 
]og  «  =  3  .  54384 

%^-^- =  5.61093 


20 


7.68284  —  10 


272"''^o  = 


6r2' 


0,000 
0,0048 


log  m  =  4  .  26403  n 
logy^=  7.  08767 
^0^^  =  6.08805  —  20 
7.43975  —  10»/ 


Kornbühl:  g  =.  +  3498,123  , 

Xo  =  o 

+  m=  — 18366,793 


1         2      _L 


0,0028 
0,0009 


Kornbühl :         /c  =  -  18366,796 


logm  = 
%6l-2  = 

=  4 

=  7 

=  5. 

. 26403  n 
08767 

61093  — 

20 

6. 

96263  — 

10 

Zo(7  ?/i  = 
log  n  = 

=  4 
=  3 

=  1 

26403  n 
54384 

40248  - 

10 

9.21085  —  10 
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mn  =  -f- 


180»   0'  0" 
169  12  59,88 

0,00 
0,16 


i  =     349013' 0,"04    =   Richtungswinkel 
der  Seite  Kornbühl -Tübinger  Observatorium  in  Kornbühl. 

II.  Nimmt  man  als  Logarithmus  der  Entfernung  Kornbühl-Bussen 
die  Zahl  4 .  603  5i4i3(m)  und  für  den  Winkel  zwischen  Tübingen  und 
Bussen  von  Kornbühl  aus  132*^  54' 27,"7     ,       so  wird  mit  dem 

oben  berechneten  Richtungswinkel  =  849   13     0,  04  , 

der  neue  Richtungswinkel  =  122»    7'  27,"74  =  e'o. 


dem  werden  die  auf  den  Meridian  bezogenen  Coordinaten  (X,  1')  leicht  aus  den  auf 
die  angenommene  Axe  der  Landesvermessung  sich  beziehenden  Coordinaten  (x,y)  mit 
Hilfe  der  Gleichungen  abgeleitet: 

X  =  X  —  y  sin ß,         Y=  y  -h  x  sm (i    f ),  wobei 
log  sin  fi  =  log  sin  1 5,"  58  =  5 .  878  1424  — 10. 

f )  1  )ie  Gleichungen  lauten  zunächst  X  =  x  cos  (i  —  y  sin  ,y,    Y  =  y  cos  (■(  -+-  x  sin  ,y, 
wobei  jedoch,  da  (i  ein  sehr  kleiner  Winkel,  cos  ji  =  1  gesetzt  werden  kann. 

Anm.  d.  Lb. 
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und  man   erhält  die  Cooidinaten   des  Punkts  Bussen   durch   die  folgende 
Kechnung 

logd  =  4.60351413 

logsintQ  =  9.927  8299g 
log  cos  iQ  ^  9.  725  71473  H 

logn  =  4.bSldUli 

Zo^m  =  4.329  22886>i 
Daraus  ergiebt  sich,  wenn  man  Avieder  die  gegebenen  Coordinaten  mit  den 
Buchstaben  xo,yo  bezeichnet: 


yo  =  +  3498,1226  m 

Xo  =  —  18366,796  m 

+  n=  -h  33989,446 

+  m  =  -  21341,693 

-2F2^'^'3/o=-          0,0195 

+  272'"2/'  =  -          0,3673 

-±^,n^n  =  -          0,0632 

~^,mn^  =  +          0,100; 

Bussen        y  =  4-  37487,486 «. 

a;  =  — 39708,756  m 

io  =  1220 

i  27",74 

180 

%  my^  =■ 

+    0,37; 

l,.^mn    = 

+  1,833 

3020  7'  29",95  =  Richtungswinkel  der 


Seite  Bussen— Kornbühl. 


111.  Ebenso  erhält  man,  wenn  die  Coordinaten  des  Punkts  Kornbühl 
als  gegeben  angenommen  werden,  aus  dem  Logarithmus  der  Entfernung 
Kornbühl — Heroldstatt  =  4 .  598  46943  (m)  und  dem  Winkel  Tübingen — 
Heroldstatt  von  Kornbühl  aus   =   86*^  25'  48",  2 

3490  13'     0",04  (vgl.  Beisp.  1) 
-f-    86    25    48  ,20 

?v    =         750  38'  48",24  =  Richtungswinkel  der 
Seite  Kornbühl — Heroldstatt. 


2^^^Vo  = 


yo  =  -+-  3498,1226 

-  «  =  +  38432,370 
0,004i 


-h  in 


—  67^»»'«  =  -  0,0152 


Heroldstatt  y  =  +  41930,473  m 


•^2V^''^^r  =  + 


18366,796  m 

9834,348 
0,211» 


-^^mn^=-  0,0593 


x 


=  —   8532.296 
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h   =  75' 

38' 

48",24 

180 

,^2  nii/o  = 

-0,17, 

2%""''    = 

—  0,95., 

i  =  255*>  38'  47",11  =  Kichtiinoswinkel  der 
Seite  Heroldstatt— Kornbühl. 


IV.  Aus  dem  Dreiecksnetz  ist  berechnet  der  Logarithmus  der  Ent- 
fernung Heroldstatt — Bussen  zu  4.498  18453  (m)  und  im  Punkt  Herold- 
statt der  Winkel  Kornbühl— Bussen  =  292^  27'  48",6  gemessen;  daraus 
ergiebt  sich,  wenn  die  Coordinaten  des  Punkts  Heroldstatt  gegeben  sind, 

255"^  38'  47",11  (vgl.  Beisp.  III) 
+  292    27    48,60 

?o   =       188"     6'  35",71   =:^  Richtungswinkel  der 
Seite  Heroldstatt — Bussen;    ferner 

Yo  =  +4i93".473" 
+  /i  =  —  4442,4987 


272 '''"^'o^ 


6, -2 


0,499i 
0,0176 


Bussen      y  =  ^  37487,493 


Xo 

=^ 

— 

8532,296». 

+  m 

— 

— 

31175,929 

1 

tny^ 

=z 

- 

0,5366 

1 
6,2 

mn^ 

= 

-1- 

0,0025 

X 

— 

— 

39708,759«, 
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wie  in  Beispiel  II. 

io   =.   1880  6'  35",7i 
180 

+  6,602 
-  0,35o 


/  =       S""  6'  41",96   =  Richtungswinkel  der 
Seite   Bussen — Heroldstatt. 

Die  Reduktionen  der  ebenen  Coordinaten  auf  sphärische  waren  in  den 
vorstehenden  Beispielen  geringfügig;  dieselben  wachsen  aber,  wie  aus  den 
Formeln  hervorgeht,  mit  grösser  werdenden  Coordinaten  sehr  rasch.  Zur 
Berechnung  der  Coordinaten  des  Signals  Anger  z.  B.,  für  welches  der 
Logarithmus  der  Entfernung  von  Bussen  —  4.8259262,  (»0  ist,  während 
in  Bussen  der  Winkel  Kornbühl — Anger  =  194"  49'  9",6  beobachtet 
wurde,  erhält  man,  wenn  für  die  Coordinaten  von  Bussen  das  Mittel 
von  II  und  IV  angenommen  wird. 
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3020     7'  20",95   (vgl.  Beisp.  II) 
h  194    49      9,60 


/o   =      1360  56'  39,"55 


uiul 


Yo  =  +  37487490 
n=-  +  45725,847 


—  272  »'^'2/0  = 
1       2 


1,0997 
0,4  47i 


Anger      2/ =  + 8^211,789 


^0 

= 

—  3970^757'« 

+  'm 

= 

—  48939,522 

+ 

1 
272 

my^ 

= 

-         4,1503 

— 

1 

6r2 

mn^ 

= 

4-         0,4177 

X 

= 

—  88652,011m 

io  =  136"  56'  39">55 

180 


—  lyi^yo  = 


-^^mn 


+  9,27o 
+  5,653 


Seite  Anger — Bussen. 


?  =  316«  56'  54",47   =  ßichtungswinkel  der 


VI.  Betrachtet  man  endlich  die  Coordinaten  des  Punkts  Anger 
als  gegeben,  so  erhält  man  mit  dem  Logarithmus  der  Entfernung  Anger — 
Waldburg  =  4.  53039893  (m)  und  dem  Winkel  Bussen — Waldburg  = 
320O   j5'  24",8  von  Anger  aus 

io    ^   2770   13'   i9",27 
und  damit   die  Coordinaten   des  Punkts  Waldburg  ?/  -=  +  49565,283,«, 
X  =  — 84388,225  m    und   endlich    den  Richtungswinkel   der  Seite  Wald- 
burg—Änger  =   97"   13'  17",84. 

Betrachtet  man  die  Coordinaten  des  Punkts  Bussen  als  gegeben 
(vgl.  Beispiele  II  und  IV),  so  findet  man  dieselben  Coordinaten  des  Punkts 
Waldburg  raitHilfe  des  Logarithmus  der  Entfernung  Bussen— Waldburg= 
4.665  41331  (m)  und  des  Winkels  Kornbühl — Waldburg  =  222^  44'  48",o 
(also;o=1640  52'17",95),  nämlich 2/=  +  49565,283,«,  a;=  -84388,234,«; 
der  Richtungswinkel  der  Seite  Waldburg — Bussen  wird  =  344 0  52'  2 7", 78. 


§  18. 


Die  umgekehrte  Aufgabe  (vgl.  die  Figur  11  in  §  15,  S.  31): 
Aus  den  gegebenen  rechtwinkligen  sphärischen  Coordinaten 
iVii  *'i)  5  (2/21  -^2)  zweier  Punkte  Ai  und  A^,  zu  finden  die  Länge 
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und  den  Richtungswinkel  der  Seite  AiA^  kiinn  ebenfalls  mit  Hilfe 
des  in  §  15  benützten  Dreiecks  aufgelöst  werden.     Es  sind  nämlich  ge- 

TT  TT 

geben  die  Seiten  S  Ai  =  -^  —  ?/i   ,  S  A^  =  << 2/2 1    sowie    der    von 

diesen  beiden  eingeschlossene  Winkel,  nämlich  {x^  —  xx ).  Wenn  man  die 
gesuchte  Entfernung  Ai  A^  wieder  mit  d,  die  Richtungswinkel  der  Seite 
Ax  A2  in  den  Punkten  Ai  und  A2  mit  ii  und  /o  bezeichnet,  wobei 
/g  =  180" -I- X  gesetzt  werde,  so  sind  (90"  —  /j)  und  (90"  +  x)  die  den 
Seiten  SA2  bezw.  SAi  gegenüberliegenden  Winkel.  Damit  ergeben  also 
die  Gauss'schen  Formeln*),  wenn  man  die  gegebenen  Coordinaten  und 
die  gesuchte  Entfernung  d  in  Halbmesserteilen  ausgedrückt   denkt, 

( 1 )  sin  Y  ä  sin  ^  {?i  +  x)  =  sin  y  (3/2  —  Vi )  cos  -^  (^'2  —  ^i ) 

(2)  sin  -^dcosY  ih  +  x)  =  sin  y  {^2  —  ^i )  cos  -^  iy^  +  Vi  )i 

wobei  der  Winkel  „  {h  +  x)  aus  seiner  iaruj  so  zu  bestimmen  ist,  dass 
aus  den  beiden  Gleichungen  (1)  und  (2)  sich  sin  ^  d  positiv  ergiebt. 
p]s  ist  ferner 

j  sin  Y  {X2  —  «1 )  sin  y  (2/2  +  2/i ) 

(3)  tg  y  (?i  —  x)  =  ^ ^ 

cos  Y  {äCi  —  Xx )  cos  "2  (2/2  —  ih ) 

Da  aber  bei  dieser  Aufgabe    ^  0*i  — ^)  stets  ein  sehr  kleiner  Winkel  ist, 

so  kann  man  die  Gleichung  (3)  durch  folgende  ersetzen : 

1  11  " 

(4)  y  («1  —  «)"  =  Y  (^^2  —  '^1 )  Y  (2/2  +  ?/i )  •  -^^  • 

Über  die  Berechnung  der  log  cos  ^  {y^  +  Vi)  vi^idi  log  cos -^{oß'z — *i) 
ist  das  in  §  15  S.  ^2  Gesagte  zu  beachten. 


Beispiel:     Es  seien  gegeben  die  Coordinaten 


Waldburg  Xa  --  —84388,230 

Heroldstatt        Xi  =  —    8532,29^ 


072—^1  =  —75855,934 
\{,i2—xx)  =  —37927,967 


72  =  -+-  49565,283 

yi  =  +  41930.473 


3/2— 2/1  =  -H    7634,81o 
Y  (2/2 -2/1)=  +    3817,40:, 


2/2  +  .Vi  =  +  91495,756 


1(2/2+2/1)  =  +45747,878 


*)  Theoria  motus  corp.  coel.  §  54. 
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Rediikt,  auf  sin  ~  —  255 

—  Eloge  OS  i^-Xy%-^y\)  —         —  III4 


log  r  sin  -^  -  cos  -^  (/i  +  x)  =  4  .  5  78  94  58i  n 

log  Y  (2/2  -  .Vi )  =  3  .  58 1  7682^ 

Redukt.  auf  siu  —  —  O3 

—  K  log  cos  2^  (.^'2  —  ^1 )  =  —  7C5 


log  r  sin  -^  —  sin  y  (?i  +  x)  =  3  .  581  7605g 


log  ig  ~  (/i  +  x)  =  9  .  002  8147«  n   ^  {i,  +  x)  =  1 74"  15'  9,"08 


log  cos  y  (/i  +  x)  =  9  .  997  %U2<,n 
log  sin  ~  (/i  +  x)  =  9  .  000  6260o 


.    1  d      (4.58113459 
^^^''•^'"T7=U. 58113459 

Redukt  auf  arc                 -\-  25^ 

log  2=  0.3010300 

log  d  =  4.8821672 

(i=  76237,25,,, 

%y(^'2-^-i)-=4.57896>/ 

%y(2/2+2/i)  =  4.66037 

log^  =  1.70351  —  10 

%YO'i-^r=  0.  94284  n        ^{i. 

-  x)"  =           -  8,"77 

swinkel  Heroldstatt  — Waldburg 

=  /i  ^174'^15'0,"31 
x=174   15  17,85 

180 

Richtungswinkel  Waldburg  -  Heroldstatt  =  i^  =  354   15  17,85 

Ferner  ist  Richtungswinkel  der  Seite  Heroldstatt— Bussen  =  188     6  35,71 
(§  17,  Beispiel  IV). 

Aus  den  Richtungswinkeln  Hcroldstatt — Bussen  und  Herokistatt— Wald- 
burg ergiebt   sich  also  in  Heroldstatt  der  Winkel  W'aklhurg— Bussen 

^13«51'35,"40, 
übereinstimmend  mit  dem  im  Beispiel  des  §  14  mit  «  bezeichneten  Winkel. 
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Nun  ist  auch  klar,  auf  welche  Art  die  am  Ende  des  §  14  aufge- 
stellte Aufgabe  gelöst  werden  kann,  wenn  die  gegebenen  Punkte  mit  dem 
gesuchten  Punkt  nicht  in  derselben  Ebene  liegen,  sondern  in  derselben 
Kugelfläche.  Die  Coordinaten  des  gesuchten  Punkts  sind  nämlich  aus 
drei  der  gegebenen  Punkte  nach  der  in  §  14  mitgeteilten  Art  genähert 
zu  bestimmen,  worauf  dann  die  sämtlichen  Richtungswinkel,  welche  Gauss 
mit  q  bezeichnet,  nach  der  soeben  angegebenen  Methode  berechnet  werden 
können.  Der  übrige  Teil  der  liechnung  bleibt  auf  der  Kugelfläche  der- 
selbe wie  in  der  Ebene. 


§  19. 


Aus  den  rechtwinkligen  sphärischen  Coordinaten  können  leicht  die 
geographischen  Längen  und  Breiten  der  Punkte  abgeleitet  werden,  wenn 
die  geographische  Lage  des  Coordinateiuirsprungs  gegeben  ist.  Da  die 
sphärischen  Coordinaten  der  Annahme  gemäss  die  Länge  von  ungefähr  1" 
in  der  Richtung  jedes  Zweigs  der  Coordinatenaxen  nicht  wesentlich  über- 
schreiten, so  kann  man  die  Formeln  des  §  7  zu  dieser  Rechnung  bequemer 
einrichten.  Zuerst  soll  der  Fall  betrachtet  werden,  in  welchem  der  Punkt, 
dessen  geographisciie  Coordinaten  gesucht  werden,  im  Meridian  des  Null- 
punkts liegt.  Bezeichnet  r.,  den  Krümmungshalbmesser  des  Meridians  in 
der  Breite  cf,  so  ergiebt  die  Formel  (9)  in  §  2  durch  Reihenentwicklung: 

(1)  r^  =  A  —  B  cos  2  r;  4-  C  cos  i  q)  —  I)  cos  6  qi    1-  •  •  •, 
wenn  gesetzt  wird: 

Setzt  man  die  Länge  des  Meridianbogens  gleich  s,  so  ist 

(/  .9  =  ro  d  q> ,  und  somit  durch  Inte- 

gration bei  Zählung  des  Bogens  s  vom  Äcjuator  (qp  =  0)  an: 

(2)  5  =:  Alf  — 2  ^  ^f>i  2  T  +  4  Csin  A  q -^  D  sin  6  r/.  4-  •  •  • 

Ist  .si   der  der  Breite  q^   entsprechende  Bogen,  so  erhält  man 

(3)  s  —  si  =  A{(f<  —  (fi)  —  B sin {q>  —  g-i )  cos (q.  -f  <t i ) 

+  -9-  Csin  2  (qi  —  g  1 )  cos  2{q  -\-  qi)  —  -^  1) sin 3 ((jf.  —  q^ )  cos 3  {q  -\- qx )-\-  ■  •  ■ 
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Aus  der  Gleichung  (1)  folgt  aber  der  Krümmungshalbmesser  >•<,  des  Meri- 
dians in  der  mittleren  Breite  -^('V  "^  <i'i) 

r^  =  A  —  B cos {q,  +  (pi)  +  C cos 2  ((jr-  +  qr i )  —  I)  cos 3  {(^  +  </ 1 )  +  •  •  ■ , 
woraus  man  erhält 

(4)      (s  -Si)  —  r2  {cf,  -  (pi)  =  B cos ((/,  +  (fi )  ([r^:  —  r/ 1 ]  -  siti  [  (jf.  —  q-i  j) 
—  Ocos  2  (qp  4-  (jfi)  ([r/  —  qri  J  —  y  *'"  ^  [q»  —  <jPi  j) 

4-  D  cos  3  ((jp  +  qpi )  ([(-p  —  (jf  X  ]  — g-  5/it 3  [rp— «/ 1  ] j  -^ — ; 
und  da  ferner 

(ff       qPi )  —  sin  ((jp  -  «pi )  =  -g-  (qp  —  qPi)^  H 

ist,  so  ist  das  erste  Glied  der  Reihe  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (4) 

sehr  nahe  gleich  ^*(1  —  e^) e^ (q,  —  q^i)^ cos (q^  +  cfi),  also  mit  den  Zahlen 

TT 

von    $5    G    und    für    gi  —  cfi  =  jg„    (gleich    1  ^    in    ßogenmass)    höchstens 

=  0,0281m,  für  den  doppelten  Bogen  höchstens  =  0,225  y».  Deshalb  kann 
man,  so  oft  der  Unterschied  der  Breiten  2^  nicht  überschreitet,  mit  völlig 
genügender  Genauigkeit  setzen: 

(5)  (j,,  _(jp^  =  — V^'^"' 

wenn  r^  denKrümmungshalbmesser  des  Meridians  in  der  mittleren 
Breite  -«-((jp  +  gpi)  bezeichnet. 


§  20. 


Wenn  (.r,?/)  die  rechtwinkligen  sphärischen  Coordinaten  eines  Punkts  yl 
bezeichnen  und  es  ist  cd  die  (östliche)  Länge  dieses  Punkts,  gezählt  von 
dem  durch  den  Ursprung  des  Coordinatensystems  gelegten  Meridian  aus, 
so  erhält  man,  wenn  g^^o  <3ie  Breite  des  Nullpunkts  bezeichnet,  mit 
Hilfe  der  Gleichung  (5)  des  vorigen  §  die  Breite  q'  des  Meridian- 
punkts,  welcher  der  Fusspunkt  der  Ordinate  y  ist,  aus 

(1)  q:=  rfo  +  ?,     wenn     ^  ^  —  •  ^" 

gesetzt   wird    und    wenn   r^    den    Krümmungshalbmesser   des    Meri- 
dians in  der  Breite  (c^o+y^^  bezeichnet. 

Mit  «0  =  90^J  geht  ferner  die  Formel  des  §  7  für  cotp  o)  über  in  die 
folgende 


—     44     — 

tg 0)=^  ——,,     wobei     /i  —  —  (in  Sekunden  also     11=^—0")  und  r,  der 
"^  coscp  ''i  '^        rj  *^  ''  ' 

Kiümniungshalbmesser  des  ersten   Vertikals   für  die    Breite  (j'. 

Nun  ist  aber,  wenn  im  folgenden  w  und  11  stets  in  Halbmesserteilen 

gedacht  werden, 

1     -^       '-^     =i 
t(j  [i  =  /i  4-  g-  jii   4-  ,v  jit.    -f-  •  •  •  und 

1  o  I  r 

oi  =  t(/  ü)  — ,-r-  ifr  (j)  +  r  tg'^ai  —  •  •  • ,  somit 

«  =   -^  -  -o-  7   —       /t^  <^'  7     +  ^^— V  (    o    +   ^/  -  (/O   +   •  ■  • 

cos  (jp         «»  cos  qp  5  cos  qp    V  ö  y 

oder,  da  das  dritte  Glied  für  /i  =  T20  V.~  ^2)  ""*^  '"'^^'^  ^^"^*  ^^  '  "^^^^ 
überschreitenden  Breite,  nur  auf  0,"010  sich  beläuft 

(2)  W=       ^^,  — —     ^^,|H'^/^2 

Mit  «„  =  90'^  geht  endlich  die  in  §  7  für  cos  u  angegebene  Formel  in  die 
folgende  über 


cos  u  —  cos  fx  sin  (/  =  stn  g)' —  2  sin^  -^  (i  sin  qp', 

<i>siu^-n-  fxsni  q 


woraus 


2sm|{g,'-(f-«))=— ^ 


71 


COS 


(t'+  9~W) 


2  ^"''     '    2 


oder  mit  Vernachlässigung  der  kleinen  Grössen  von  der  dritten  Ordnung  an 

q>  —  V.  2"  ~  V  ~    2  ^*   ^-^  *^  • 
Die  Formel  in  g  7,  welche  die  von  der  Excentricität  abhängige  Korrektion  ijj 

liefert,  geht  mit  «0  =  ÖO*'  über  in  — -^  e^  fi"^  sin  (f)' cos  q)' .  q" ,  woraus  man 

erhält,   wenn  die  beiden  Korrektionsglieder  in  Sekunden,  /t  in  Halbmesser- 
teilen ausgedrückt  werden 

(3)         q,  —  (jfo  +  'e  —  -^t.i^tgq}.Q"—  -^e^  fi"sin  2,q\(j". 


§21. 


Durch  ein  ähnliches  Verfahren  kann  man  die  Lösung  der  in  t^  7  aufge- 
stellten allgemeinen  Aufgabe  abkürzen,  wenn  die  Entfernung  d  des  Punkts  ^Ij, 
dessen  geographische  Coordinaten  gesucht  sind,  von  dem  gegebenen  Punkt  A 
einen  Grad  nicht  überschreitet.     Bezeichnen  cc\  y'  die  Längen  der  recht- 
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rechtwinkligen  sphärischen  Coordinaten  des  Punkts  yl,,  be- 
zogen auf  den  Meridian  des  gegebenen  Punkts  .1  und  u  das 
Azimut  der  Seite  c?  in  A,  so  ist 

.   v         .   A    . 
sin—  =  sin-  siu  « 
r  r 

CO  et 

tg  —  =  tg  —  cos  a, 

wobei  log  sin  -  unmittelbar  aus  der  Berechnung  des  Dreiecksnetzes  gegeben 
ist.     Die  letztere  Gleichung  kann  man  in  die  folgende  umwandeln: 


sin  —  =  sin  — cos  a :  ==  sin  —  cos 

r  r  d  r 

cos  — 
r 


C^  1   «2  1   ,/2n 


=  sm  —  cosa  v^  ~  "ö"  "2" ^^*   "  "^  "9"  ~2y 


r  ^  2   r2  2   r2. 

r  --""V-    '     2   r'' 


.   d  Ti  ^  1  ^'    .  2    ^ 

sin  —  cos ayi  +  -»  ii  *'*'  ^) 


-=  sin  —  [cos  «  +  "ö-  "2  sin  «  cos  «  s«?  a)  oder  mit 

// 
*"=  d^  sin  «  cos  a  .  ^  *) , 

da  coss  ^=  1  und  s/>^ «  gleich  e  in  Halbmesserteilen  gesetzt  werden  daif 
sm  —    =     si7i  —  cos  (cc  —  e). 

r  y  \  J 

r  t 

1/  00 

Aus  den  Logarithmen  von  sin—  und  sin—  erhält  man  leicht  mit  Hilfe 
der  Tafel  I  die  Logarithmen  von  y   und  von  x .     Setzt  man 

wobei  r^  den  Krümmungshalbmesser  des  Meridians  in  der 
Breite  (g-  +  ^j  §)  bezeichnet  und 

jt*  =^  (in  Sekunden  also  /t"=  ^  •  ()") . 

wobei  Vi  den  Krümmungshalbmesser  des  ersten  Vertikal«  für 
die  Breite  {cp -\~ 'S.)  bedeutet,  so  erhält  man,  wie  im  vorhergehenden  i}, 
die  gesuchte  Breite  qri   aus 

(1)    gri  =  (jf'  +  ^  —  2"  jit^  kl  («jf'  +  ^)  ■  a"—  ^  ''^  /t^  •^''i  2  ((jp  +  $)  q" 

und  den  Längenunterschied  oj  der  beiden  Punkte  Ä  und  Ax  in  Sekunden  aus 


*)  6  ist  der  Excess  des  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecks  mit  den  Katheten  x' ,  //' 
und  der  Hypotenuse  d.  Anni.  d.  Üb. 
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(2)       0)"=  — / — z-,-g"-  4-  — /     vxitt^/(7Hg-  +  ?) .  p". 
^  '  cos  (g)  +  ?)   ^         3  cos  (g  +  ?)       -^   v-^  -^  5;    f  . 

Endlich  wir<l  mit  Beibehaltung  der  Figur  und  der  Bezeichnungen  des  §  8 

,    l  ,           .      *"*  i  in  +  ?')     1 
tg^km  —  a)  = j tg:^03 

cos  2  (qf  1  —  (t) 
oder  sehr  nahezu  ([/>i  —  «]  und  w  in  Halbmesserteilen) 

«^*"  i  («jri  +  ^)       1     «^>^  i  (ti  -*-  qp)     „      „ 

cos  ^{(pi  —  (())        ^^      CO«  ^  ((jpi  —  qp) 
und  aus  der  Gleichung  (2)  desselben  §,  wenn  man  an  Stelle  des  dort  vor- 
kommenden Ausdrucks     0  ^"  v~J  si7iaocosa(^     die  oben  benützte  Grösse 
e"  einführt: 

(4)  «1  =-  1800  +  m  +  j^2  '^•^^'^  Ti  •  f". 

womit  nun  das  Azimut  rq  der  Seite  </  in  ihrem  Endpunkt  A^  bekannt  ist. 


^  22. 


Durch  Anwendung  der  Gleichungen  des  vorigen  §  können  die  geo- 
graphischen Längen  und  Breiten  aller  Punkte  berechnet  werden,  welche 
durch  eine  Dreieckskette  unter  sich  verbunden  sind,  wenn  die  Länge  und 
Breite  irgend  eines  der  Punkte  und  das  Azimut  einer  von 
dem  letzteren  ausgehenden  Seite  gegeben  sind;  man  hat  bei 
der  Berechnung  den  durch  diesen  Punkt*)  gehenden  Meridian  als  Null- 
meridian anzunehmen.  Und  zwar  erhält  man  zuerst  die  geograjihischen 
Coordinaten  der  durch  Dreiecksseiten  unmittelbar  mit  dem  Nullpunkt  ver- 
bundenen Punkte  und  die  Azimute  der  Seiten  in  denselben,  aus  welch 
letzteren  man  mit  Hilfe  der  Winkel  und  Seiten  der  folgenden  Dreiecke 
die  Azimute  und  dann  die  geograpliischen  Coordinaten  der  folgenden  Ecken 
ableiten  kann.  So  wird  die  Berechnung  durch  das  ganze  Dreiecksnetz  fort- 
gesetzt werden  können ;  dabei  wachsen  die  durch  Vernachlässigung  kleiner 
Grössen  entstandenen  Fehler  dieser  Rechnung  in  irgend  einem  Punkt  kaum 
zum  hundertsten  Teil  einer  Bogensekunde  an,  so  lange  die  Erde  als  ein 
durch  Rotation  einer  Ellipse  von  gegebenen  Dimensionen  um  ihre  kleine 
Axe  entstandenes  Sphäroid  angesehen  wird,  indem  die  Dreiecksseiten  nur 
sehr  selten  einen  Grad  lang  sind.    Bemerkt  zu  werden  venlient  noch,  dass 

*)  Den  sog    Nullpunkt  oiler  Indifferenzpunkt.  Anni.  d.  Üb. 
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innerhalb  der  angegebenen  Grenzen  die  obigen  Formeln  identisch 
werden  mit  denjenigen,  welche  mit  Zugrundlegung  der  geodätischen 
Linie  auf  der  Erdoberfiiiche  abgeleitet  werden  können.  Die  Formeln  der 
§§  20  und  21  stimmen  nämlich,  wenn  man  sie  derart  in  Reihen  ent- 
wickelt, dass  alle  goniometrischen  Funktionen,  mit  Ausnahme  der  sich  auf 
die  Breite  und  das  Azimut  in  dem  gegebenen  Punkte  beziehenden, 
verschwinden,  genau  überein  mit  denjenigen,  welche  O/v'a»/*)  aus  den  Eigen- 
schaften der  o-eodätischen  Linie  abo-eleitet  hat. 


§23. 


Zur  Abkürzung  dieser  Berechnung  ist  die  Tafel  IL  entworfen,  welche 
die  Logarithmen  der  Zahlen  M  und  JV  enthält,  wenn  gesetzt  wird 

und  wenn  hiebei  ro  und  vi  die  Krümmungshalbmesser  des  Meri- 
dians bezw.  des  ersten  Vertikals  für  die  betreffenden  als 
Argument  vorgesetzten  geograjihischen  Breiten  bezeichnen. 
Wenn  die  Länge  von  einem  Grad  des  Meridians  bezw.  des  ersten  Verti- 
kals in  der  betreffenden  Breite  gleich  (/^  bezw.  (/i   gesetzt  wird,   so  wird 

,,      3600  ,,       3600 

M  = .         TV  = 

Am  bequemsten  werden  diese  Logarithmen  mit  Hilfe  von  Reihen 
berechnet.     Es  ist  nämlich  gemäss  (9)  in  §  2 

loff  »'2  =  loff  a(l  —  e^)^ — o~  i<^</  (1  —  ^^  sin^  g ) 

3  11 

=  lo(ja(\ — c'^)  +   2"  K{e'^sin^  q  +  ^ <^^sh}^  q>  -\-  y^S/v?^(j(i+  •.•), 

wenn  K  den  Moduln  s  der  7)»'/^// 'sehen  Logarithmen  bedeutet; 
somit  wird 

*)  Monatl.  Korrcsp.  zur  Beförderung  der  Erd-  und  Himmelskunde.  Junius  1805, 
>S,  552,    wo   in  Formel  I.  im  dritten  Glied   an  Stelle    von  i)2  zu   lesen    ist  *". 

Die  angegebene  Stelle  in  v.  ZacWs  Monatlicher  Korrespondenz  enthält  Auszüge 
aus  Briefen  von  Oriani  an  den  Herausgeber,  in  deren  erstem  0.  einige  Berichtigungen 
und  Ergänzungen  zu  seinen  in  der  Monatl.  Korresp.  1804.  S.  244  gegebenen  Ent- 
wicklungen mitteilt.  Die  letzteren  sind  unter  der  Voraussetzung  einer  geodätischen 
Linie  von  beliebiger  Länge  gegeben,  während  in  der  angeführten  Notiz  die  für 
kleine  tl  nWiglichen  Vereiiifacliungen  durch  Vernachlässigung  kleiner  Grössen  von  der 
vierten  Ordnung  an  aufgestellt  werden 

rber  die  Ent Wickelung  (k-r  von  Bolutcitherger  und  Oriani  angegebenen  Formeln 
zur  Berechnung  der  geograpliisdien  aus  geodätischen  Coordinaten  vergl.  auch  Decker, 
Lehrbuch  der  höhereu  Geodäsie.    Mannheim  1880.  S.  280     287.  Anm.  d.  L'b. 
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3                                 1 
log M  =  log (j" —  log ail  —  e^)  —  ^  f^(('^ S'>i- cp -h  -^ ''^ ^''i*  <f  H ) 

und  auf  ähnliche  Art  erhält  man 

log  A  =  log q" —  loga  —  y  K(e^8m^  if  +  -^  e^ sin^q  +  •••)• 

b        298,1528289  *) 


Nimmt  mau  loga  =  6.804  64346  4  und 


so  erhält  man 


a       299,1528289 


an. 


log(j"—loga{\—e^)  =  8.512  69003—10 
log  q"—  log  a  =  8 .  509  78I67  — 1 0 

log-^=  7.161  1647  —10 
Zo(7^=  4.684  545    —10 

log^-^=  2.332  86      —10  ; 

der  mit  (/    variable  Teil  des  log  M  beträgt   das  Dreifache  des  veränder- 
lichen Teils  von  log  N. 

Der  Gebrauch  der  Tafel  II.  soll  durch  einige  Beispiele  erläutert  werden. 

I.     Gegeben  sei  ein  Meridianbogen  von  der  Länge  115  453,1»«  und 
die   Breite    seines   südlichen   Endpunkts    sei    gleich   48*^  23'  17";   ge- 
sucht wird  die  Breite  des  nördlichen  Endpunkts  des  Bogens. 
log  115453,1  =  5.06241 
log  M  -  8.51025     für  480  30' 

genähert  log  t"  =  3.57266, 

(jPo  =  48"  23'    17" 


also  genähert 


für  480  50'  0" 

P.  pr.  für 4' 

.         .    20" 

6" 


3738' 


5  =    0    31      9 


1 


%+i^  =  480  54'  26' 

log  M  =  8.510  2213 

—  50 

—  4 

—  1 


log  M=  8.5102158 
log  115453,1  =  5.062  4056 


log^"  =  3.572  6214 

§  =  3737",457 


48"  23'  17" 
1      2    17,457 


g>  =  g,o  +  ^  =  490  25'  34",457 


*)  Über  (]\e  nimensioneu  des  angenommenen  Erdsphäioids  vgl.  §  ß  S.  10  u.  11 ;  die 
übrigen  Konstanten  sind  am  Schluss  bei  Tafel  II.  zusammengestellt.  Anm.  d.  Üb. 
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II.  Die  Breite  48"  23'  17"  entspreche  dem  uördl  iclieii  End- 
juinkt  eines  Bogeus  von  11545^3,1/«  Länge  und  es  soll  die  Breite  des 
südlichen  Endpunkts  bestimmt  werden. 

In  diesem   Kall  ist  gerade  so  wie  oben: 

<Po  =  48"  23'   17" 


genähert 


— 0     31 


daraus  für  47"  50'  0" 
p.  p.  für 2' 


<j(u    I     2 

log  M  =  8.510  2970 

—  25 

—  2 


0+1$=  47'^  52' 


Zo</iW  =  8.5102943 
log  "5453.1  =  5.062  4056 

lo(i  I  =  3 .  572  6999 

qpo   =  48"  23'   17" 
^=_3738",522  =—1      2    ISA 


(P  =  g,o  -h  ?  =  47"  20'  58",47s. 


§24. 


Da  Jf  =  —   und  iV  =  -—  gesetzt  wurde,  so  kann  man  umgekehrt 

aus  der  Tafel  Tl.   bequem   die  Krümmungshalbmesser  des  Meridians   und 

ersten  Vertikals  berechnen;   es  ist  nämlich 

>> 

der  Krümmungshalbmesser  des  Meridians  r^  ~  f^  und  ebenso 


der 


-  1.  Vertikals  n  =  -— 

N 


Ist  z.  B.  die  gegebene  Breite  gleich  48*^  31'  12",  so  liefert  die  Tafel  II 

loilM  ^  8.510  2450 
lo(/N  =  S.  508  9667 


ferner  ist 

daraus  findet  sich  also 

nahe  übereinstimmend 


lo<j(f"=  5.3144251 

loffr^  ■=  6.8041801 
loiivx  =■  6.805  4584 
mit  dem  in  S   12,  S.  22  gefundenen  Werte. 

Mit  Hilfe  derselben  Tafel  kann  man  ferner  die  Werte  6'  =  —  be- 

r 

Bobnenberger-Hammer,   Berechnung  d.  trig.  Mess.  ^ 
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rechnen,  wo  r  den  Krümmungshalbmesser  eines  Vertikalschnitts 
mit  beliebigem  Azimut  «  in  einem  Punkt  von  gegebener  Breite  (f 
])edeutet.  Bezeichnen  nämlich  r«  ,  u  die  Krümmungshalbmesser  des 
Meridians  und  dos  ersten  Vertikals  für  die  gegebene  Breite,  so  lieft'rt  die 
Gleichung  (1)  in  §  4 

S  =  Nsw'^ft  -I-  Mcos^a. 

Führt  man  einen  Hilfswinkel  /  ein,  so  kann  man  leicht  Intj  S  berechnen 
mit  Hilfe  der  Gleichungen 

Es  sei  z.   B. 

(f)  —  48"  31'   12"       ,       «  =  43"  56'  23", 


so  ist 


lo!/  M  ==  8.5102450  ^j^  Benützung  der  ersten  der 

loc)  N  =  8.508  9G67  ^^1,;^^,^  Gleichungen  würde 

loci  cos^  a  =  9.714  7496  N  cos"- «  =  0,01 0  78783 

log  sin^  a  =  9 .  682  5953  A'  sh,^  «  =  0,015  5439; 


%  S  sin  2/  =  8 .  224  9946  S  =  0,032  331 8,, 

loffSro.^^?.  =-  8.1915620 

lo{/t!i^l  =  0.033  4326 
iof/t(jX  =  0.016  7163  X  --  46'^  6'  8",65. 

lofisin^l  =  9.715  8647 
logcos^X  =  9.6819321 

7~I       |8.5096299|  .  no'^pq^iq 

'^■^'^  =l8  500  62091  '  ^S  =  0,032  3318, 

wie  oben. 


§  25. 


Es  erübrigt  nun  noch,  die  in  §§  20  und  21  gelehrten  Methoden 
durch  einige  Beispiele  zu  erläutern.  Die  württembergische  und 
die  bayrische  Landesvermessung  haben  die  folgenden  Winkel  und 
log  der  Seiten  geliefert  (vergl.  die  Situations-Skizze  Fig.  12  auf  S.  34)*): 


")  Vgl.  audi  (Las  Vorwort.  Anni.  d.  V\i. 
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log  der  Seiten 

Winkel  zwischen 

Scheitel  der 

Seite. 
Tübiniren — Kornbühl 

in  tn*) 

den  Seiten. 

Winkel. 

4.271  77077 

i32VS4'27,"7 

Kornbühl 

Ivornbühl — Bussen 

4.603514I3 

133     8  26,8 

Bussen 

Bussen — Roggenburcr 

4.71269786 

235  34  4<^,2 

Roggenburg 

Roooenburg — Peissenberg 

4.89602812 

95  35     5o 

Peissenbcrg 

l^eissenberg — München 

474997364 

Die  augegebenen  Logarithmen  der  Entfernungen  stützen  sich  auf 
die  württemhergische,  auf  das  Meer  reduzierte  Basis;  addiert  man 
zu  denselbeu  0.000  0018,  so  erhält  man  die  Logarithmen  der  Entfernungen, 
wie  sie  aus  der  bayrischen  Basis  folgen. 

Das  Azimut  des  Punkts  Kornbühl  vom  Tübinger  Observatorium 
aus  sei,  wie  in  §  17,  gleich  169'J  12'  59", 88  angenommen. 

Wenn  die  in  §  17  begonnene  Eechnung  bis  München  (nördlicher 
Frauenturm)  fortgesetzt  wird,  so  findet  man  für  die  sphärischen  Coordi- 
iiaten  der  angegebenen  Punkte  und  die  Richtungswinkel  der  Seiten 
folgende  Werte,    soweit  die  Zahlen  nicht  schon  in  §  17  angegeben  sind: 


Punkt. 

y                       X 

Eichtungswinkel  der  Seite. 

Roggenburg 
Peissenberg 
München  **) 

+   37390,085 
+  146937,32 

4-187679,27 

—  26582,47.5 

—  78069,99 

—  39301,16 

(R.— B.)^-255n5'52",61 
(P._R.)  =  310  51    3,28 
(M.— P.)=226  25  36,02 

Die  gefundenen  Coordinaten  des  Punkts  München, 

x  =  — 39301,16  ,  y  =  +187679,27 

sollen    zur   Erläuterung   der  in   §    20    mitgeteilten    Methode    gel)raueht 
werden.     Es  ist 


*)  Bei  Bohnenberger  sind  hier  die  log  r  sin  —  angegeben ,  welche  sich  unmittel- 
bar aus  der  Berechnung  des  Dreiocksnetzes  finden. 

**)  Bohnen} ler (je r  findet  für  die  Coordinaten  von  München  (in  m  umgerechnet) 
a;  =  —3!i;501,l 7  ,?/  = +187679,28  und  für  den  Richtungswinkel  der  Seite 
München— Peissenbcrg  22ß'>  25'  3r)",02,  also  mit  den  obigen  vollständig  üben^iu- 
stimmende  Zahlen.  Anm.  d.  Lb. 
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logx  =  4.5944054« 

%M=  8.5102583     nach§23(für.,o  +  -2  Jnäh.=     48<>20' 36") 

^'=_1272",517  =-  — 0  21  12,517 
Breite  v.  Tübgn.  qr.„  =    48  31    12,4 


log^"  =  3.1046637»? 


^ogy  =-  5-2734163 

lofjN  =  8. 508  9750 
loiff^'~=  3.782  3919 


(f'  =    48     9  59,883 


lo(f  (,t")2  =  7  .  56478 
lo(ft(j(f>'  =  0.04810 

lo(i^,=  4.38454—10 
•  ^u 

1 . 99742 

;ooif2._L=  1.90792  — 10 

log  (1^1  y  =  7.56478 
logshi2qj'  -=  9.99734  —  10 

9.47004  —  10 


—  ifi"iif(f''o"=—        1   ^'Ö,4f^8 


1        9       0      •      O      '       " 


0,295 


Breite  v.  München  .j,  =-    48"    8' 20",18o 


99",408 


l 


cos  ip 


/i 


-A^i:''-)mS'=- 


9084",225 
3",261 


0",295 


9080",  964, 


loil  fl 


3.782  3919 


d,  h.  gesuchter  Läuorenunterschied 


loQcoso)'  —  9.8241040 — 10  ^..,  .  .,..     ,  .^,,  qt  oa"  oa 

•^       ,; Tubingen-Munchen  =   2"  31    20  ,964 


lo(.J^,=  3.9582879 

"^  cos  g> 

l(Ki{^t"Y  =  7.56478 
logty'-q>'  =  0.09620 

log^^=  8.89403  —  20 


0.51330 

Wenn  ferner  in  der  Gleichung  (3)  des  §  21  das  gegebene  Azimut  « 
gleich  90"  und  die  gegebene  Breite  gleich  qi'  gesetzt  wird,  so  erhält  man 
(o)  in  Halbmesserteilen) 

sin  2  (qr  +  qo')        1       sin  ^  {q>  +  q')    . 


m  =  90"   I   o) 


+ 


--  Oi^COS'-ff  , 


cos  I  (qp  —  q')  ^  cos  J  (q,  —  q') 
woraus  nach  Foniiel  (4)  desselben  5^  das  Azimut  der  Ordinate  v  in  dem 
gesuchten  Punkt  zu  (180*'  4- wj)  sich  ergiebt,  indem  für  diesen  Fall  die 
Grösse  s  verschwindet.     Man    findet   demgemiiss    in   dem    obigen    Beispiel 

g)  =-    480  8'  20",  180 

q:=    48  9  59,883  ,  somit 

q,  +  (f,'=    96  18  20,06  ;  J  ((f+q')=      48«  9'  10",03 


:  —  ,,'=: —0  1  39,70  ;  --{q-~q/)  =  —0    0  49,85 
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und  also      lo<isiii  .,  (<(  +  fy)  --  9 .  872  1  loit; 

Elo<i  cos  2"  {^^  —  <r')  ^  0 .  000  0000 
/of/o)"  =  3.95813197 


3.83024543 6764",652 

/ojy(t„")2  =  7.91626 
%c-o.s2q,  =  9.64868—10 

%j2^,^  =  8.29197—20 

9. 68716—10    +  0",487 


;;^_90o=  6765",139 

und  daher  m=    91"  52' 45",  139 

«1=271  52'45",13o. 
Aus  der  Berechnung  der  sphärischen  Coordinaten  hat  sich  nun  (vgl. 
iSeite  51)  der  llichtungswinkel  der  Seite  München— Peissenberg  im 
ersteren  Punkt  =^  226"  25'  3(r,02  ergehen;  daraus  folgt  der  Winkel, 
welcher  von  der  Ordinate  ij  und  der  genannten  Seite  eingeschlossen  wird, 
gezählt  in  dem  am  Schluss  des  §  16  festgesetzten  Sinne,  gleich  00"  + 
226"  25'  36",02  =  316"  25'  o6",02.  Wenn  man  dazu  das  eben  gefun- 
dene Azimut   «1  =  271    52    45,139  addiert,  so  erhält  man 

228"  18'  21",T5!, 
als  Azimut  der  Seite  München — Peissenberg  im  ersteren  Punkt*), 


§26. 


Vor  Erläuterung  der  zweiten,  in  §  21  gelehrten  Methode  durch  ein 
Zahlenbeispiel  sollen  zunächst  die  Resultate  zusamm»'.ngestellt  werden, 
welche  mittelst  eben  dieser  Methode  aus  den  in  i^  25  angegebenen  Seiten 
und  Winkeln  zwischen  den  Punkten  Tübingen ,  Kornbühl ,  Bussen, 
Roggenburg  erhalten  wurden.  Aus  der  Breite  des  Tübinger  Obser- 
vatoriums gleich  48"  31'  12, "4  findet  sich  die  Breite  der  Kornbühl- 
kapelle gleich  48"  21'  17,"683,  die  vom  Tübinger  Observatorium  nach 
Osten  gezählte  Länge  gleich  0"  2'  49,"98l   und   das  Azimul    des  Obser- 

*)  In  der  /usiiiiinionstellunf,'  S.  h\  ist  als  K  i  c  li  t  ii  ii  jjs  w  i  n  k  el  der  Seitfi 
Münclicn  Peissenberg  im  spliärischen  Coordinatensysteni,  closse?i  Ursprung  Tübingen 
ist,  22(i*>  'IW  3t;",02  angegeben;  der  Unterschied  zwischen  Richtungswinkel  und 
Azimut,  welcher  in  der  Nähe  vom  Metidian  des  Nullpunkts  gering  ist,  betragt  also 
hier  bereits  1"  52'    15", 14.  Anm.  d    Üb. 
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vatoriums  gleich  340'^  16'  7, "065  und  liiciaus  das  Azimut  von  Bussen 
gleich  122"  9'  34,"7(>5.  Dann  erhält  man  ilie  Breite  dieses  Punkts 
gleich  48'^  9'  42,"707,  die  Längendifterenz  gleich  0"  27'  24,"406  und  das 
Azimut  der  Kornbühlkapelle  gleich  302'^  30'  1,"755  und  hieraus  das 
Azimut  von  Roggenburg  (südlicher  Turm)  gleich  75"  38'  28,"555;  daraus 
geht  dann  schliesslich  die  Breite  des  letztgenannten  Punkts  gleich  48" 
IG'  29,"998,  der  Längenunterschied  gleich  0"  40'  24,"982  und  das  Azinuit 
des  Punkts  Bussen  gleich  256"  8'  36,"855  hervor. 
Es  ist  also 


Seite                    i           Längenunterschied 

Tübingen— Kornbühl                    0"      2'      49,"981 
Kornbühl— Bussen                        0     27       24,  406 
Bussen— Roggenburg                    0     40       24,  982 

Tübingen— Roggenburg              1"    10'      39,"369 

Von  Roggenburg  aus  soll  nun  die  Uochnung  bis  München  forl- 
gesetzt werden. 

Aus  dem  Azimut  256"     8'  36,"855        des  Punkts  Bussen  und 

dem  Winkel  (§  25)  235     34   40, 2                            folgt  zunächst 

«=131"  43'    i7,"o55         als  Azimut  des  Punkts 
Peissenberg.  —  Und  da  (vgl.  Seite  51 )  der  (o(i  der  Seite  Roggenburg — 
Peissenberg    =4.89602812  —lof/di  so  wird: 
logd^  :^  9  .  79206 
log  sin  «  =  9.87297—10 
logcos«:=9.82315— lOw 

lofj  (^  =  ^-  40248  -  10 


lofi  €"=  0  .  89066  V 


,:"=  —  7,"774 


woraus 


«,j — e=131"43' 24,"829;  die  weitere  Rechnung  wird  so  zu  führen  sein: 
/o/yr^m^^  =  4.896  01713 


Zo^5m«==  9.  872  9656i 
lo(j  cos  («-«)  =  9  .  823  16244  n 

%rs2^?^=4.768  98274 


Loijrsin  —  =  4  .  719  1795;  ?/ 
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Ked,  auf  die  arc  \  .J 

/ür/j/'=  4.  768  98886 

lofj  a;'  =  4  .  719  18443  ii      ;         'e  genähert   —  —  1 696" 

=  —  U"  28'  1 6" 
lo(;  N=8.  508  98 1 74  mit  dem  Arg.  q  +  ^  =  47*^ 48'  14" 
%j|f=  8. 510  2813,,     ,       ,       ^     ,y,  ^-i-g^       48     2  22 


loff  iii"=  3  .  277  9736 
/oj7r=  3.229  4658          r= 

qp  ^ 
—  1696,"  156  =- 

48" 

-    0 

1 6'  29,"998 
28  16,  156 

%(^")2  =  6.55595 
lo;i  ti)  {cp  +  J)  =  0  .  04257 

A/^\,=  4.38454— 10 

«?'  +  ?  = 

47 

48  13,  842 

0 . 98306              .     . 

—  9,  "6 17 

/or/i^^J       1.90793— 10 

Zor/(^")2  =  6.55595 
lo;/  .sv->/  2  (./,  -1-  ?)  =  9  .  99792  —  10 

8   46180—10      . 

—  0,"029 

%^t"  =  3.277  9736 
/';/o7c-o.y(./-t-^)  =  0.172  8435 

(jPi  = 
.     2828,"690 

.     .    —  0,"097 

470 
0" 

48'  4,"196 

3.450  8171;    .     . 

Zoi/(jit")'  =  6.55595 
%(r/2(,^,  +  j)  =  0.08515 

^glg- 8.89403  —  20 

8.98595  —  10    . 

ft,  =:  2823,"593  = 

17'  3,"593 

,^1  =      47"  48'     4,"20 
(f,=     48    16   30,  00 

r^j  +  f/ =      96     4    34,20 
f,,i— ,,  =  -    0    28    25,  80 

^Wi  +  'l)  = 

48' 
—  0 

2'  17,"10 
1  1     12,  l'O 

/oj/ft,"=3.450  8021 
lof/.shi^iin  +  r/)  =  9.871  3332 

A;  lo!/  cos  ]j  (ti  —  ,, )  =  0  .  000  0037 


3.3221390     .     .     2099/'612 
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Zo,/((ö")2=  0.90160 
lof/cos^qi  =  9.65436—  10 

lo,,  J—=  8.29107  —  20 
•    ij (j  ^ 

8.17007  —  10 

lo(f  £"  =  0  .  89066  n 

lo(,e^=^7  .S2U\  —10 

/(v/tm'2gii=:  9.65436  —  10 

8.36943  —  10« 


0,"014s 


180"  0'  o;'oo 

.  ._^  —  0,"0234   «  =  1 3 '    43    1 7.  "55 
2099,"603        =      0   34    59,  603 

Azimut  von  Roggenburg       «1=312"  18'  16,"658 
Nun  ist  aber  iu  Peissenberg  der  Winkel 

Roggenburg— München      =    95    35      5,  5 

soniii  (las  Azimut  V.  München  im  Punkt  Peissenberg      =    47"  53' 22,"  158 
Mit  Hilfe  des  log  der  Distanz  Peissenberg-München     —    4  .  749  97364 
erhält  man  auf  dieselbe  Art:  Breite  von  München     =     48"     8'  20,"2l2 


und  Längenunterschied  Peissenberg-München  =       0     33    38,  04,=, 

Oben  wurde  ferner  gefunden: 
Längenunterschied  Roggenburg  —  Peissenberg         =:       0    47      3,  593 
„  Tübingen  —  Roggenburg  —       110    39,  36,, 

Aus  den  drei  letzten  Zahlen  folgt  somit  der  Längen u  nte r schied 
zwischen  dem  Tübinger  Observatorium  und  dem  nördlichen  Fraueiitiirni 
in  München  =   2"  31'  21, "00;. 

Endlich  ergiebt  sich  das  Azimut  des  Punkts  Peissenberg  in  München 
(nördlicher  Frauenturm)  zu  228"   18'  21,"17«. 

Man  hat  daher  die  folgende  Zusammenstellung*)  (vgl. S. 52 u. 53) 


1  1  •■_:     u       uimiiltelbar  aus  den 

uns  deu  «phanschen 

Ooordiuaten  in  §  2o.        ^^^  Dreiecke. 


Geographische  Breite  von  München      48"  8'  20,"l8 
Längen-Untersch.  Tüb.-   München  2  31  20,  96 


48"  8'  20,"21 
2  31   21,  Ol 


Azimut  von  Peissenberg 


228  18  21,  16  228  18  21,  18 


*)    Bohuaibci(/cr   lindet   mit  /iii^riiiiillogung   des  S.   10  AniinTkiiiig    (lefinioitfii 
Erdellipsoids  hier  die  Zahlen : 


(i  eographische  Breite  von  München  .  .  . 
Längen-Unterschied  Tübingen— München 
Azimut  von  Peissenberg 


aus  den  siiliärischcii 
Coordinaten  in  §  25. 

48«'   8'  20,"Ö52" 

2  31    22,818 
228  18    22,5:^7 


uniiiitd'Miar  aus  den 

Seiten    und  Winkeln 

der  Dreiecke. 

~48"   8'  2Ö,"08.j 

2  :n    22,81^ 
228  18   22,r,l<, 


welche  mit  den  obigen  sehr  nahe  übereinstimmen. 
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Soldner  hat  aus  Beobachtungen  des  Polarsterns  das  Azimut  des 
Turms  Altomünster  =--  40^'  G'  20,"G  abgeleitet  (mit  Ausscheidung  der 
am  7.  April  gemachten  Beobachtung)*),  gezählt  von  Norden  gegen  Westen.**) 
Bei  derTriangulierung  fand  iSoldner  den  Winkel  Peissenherg — Altomünster 
in  München  gleich  91"  35'  20,"1,  woraus  das  Azinmt  des  trigonometri- 
schen Punkts  Peissenherg-  sich  ergiebt  gleich  131"  41'  40,"7  gegen  Westen 
gezählt,  also  gleich  228"  18'  19,"3  von  Norden  gegen  Osten  gezählt;  und 
von  dem  letzteren  Azimut  differiert  das  oben  berechnete  nur  um   1,"9. 

Die  Breite  des  nördlichen  Frauenturms  in  München  hat  ferner 
Schiegg  aus  258  Beobachtungen  der  Sonne  und  des  Polarsterns  gleich 
48*^  8'  20,"02  t)  gefunden,  und  v.  Zach  im  Mittel  aus  1492  Beobachtungen 
gleich  48"  8'  20,"15tt). 

Endlich  ergiebt  sich  aus  dem  oben  gefundenen  Längenunterschied  von 
2"  31'  21,"00  zwischen  dem  Tübinger  und  Münchener  Nullpunkt  die 
Zeitdifferenz  der  beiden  Meridiane  gleich  10'"  Sv'-^O.  Das  Observatorium 
von  Bogenhausen  liegt  nun  8,-08  östlicher  als  der  Nullpunkt  München, 
so  dass  aus  der  geodätischen  Berechnung  das  erstere  10"'  13,*48  östlich 
vom  Tübinger  Observatorium  liegt.  Der  Zeitunterschied  zwischen  den 
Meridianen  von  Tübingen  und  Bogenhausen  wurde  in  den  Jahren  1824 
und  1825  mit  Hilfe  von  Pulverblitzen  bestimmt  und  zwar  wurde  er  aus 
14  derartigen  Signalen  am  29.  und  31.  Juli  1824  gleich  10'"  13/35  und 
aus  57  Signalen,  welche  zwischen  dem  21.  und  27.  August  1825  beobachtet 
wurden,  zu  10'"  13,~'47  gefunden  und  diese  letztere  Zahl  soll  beibehalten 
werden.  An  derselben  sind  nun  noch  zur  Eeduktion  der  Beobachtungsorte 
auf  die  Mittelpunkte  der  Sternwarten  Tübingen,  bezw.  Bogenhausen  kleiiio 
Korrektionen   anzubringen,    so    dass    der    angegebene   Zeitunterschied    um 

*)  Bestimmung  des  Azimuts  von  Altomünster.     München  1813. 

Anra.  (1.  Verf. 

Diese  Brochure  ist,  mir  mit  Wejflassunf^  ties  Anhangs,  abgedruckt,  in  dem  oben 
angeführten  Werk  über  „Die  bayrische  Landesvermessung"  8.  585—605.  In  einem 
Anhang  wird  hier  das  von  ,Sold>icr  berechnete  Azimut  von  Altomünster  von  N.  über 
W.  zu  40"  G'  21, "43  angegeben  und  dieser  Wert  mittelst  einer  verbesserten  Position 
des  Polarsterns  auf  10"  6'  22,"71  korrigiert.  Von  diesem  neuen  Wert  weicht  das  im 
Text  angegebene  Azimut  um  4,"0,  das  Jiolwciibcrgrr'sche  um  5,"3  ab.  Aus  dem  neuen 
Azimut  folgt  auch  (S.  608),  dass  die  rr-Axe  des  ba3rischen  Coonlinatensy.stems  vom 
nördlicbon  Zweig  des  Nullpunkt -Meridians  um  14, "5  gegen  Osten  abweiciit;  s.  aucli 
S.  635.  Vergleiche  dazu  oben  die  entsprcchcmle  Anmerkung  über  die  l>;igc  do.s  württemb, 
Uoordinatensystems  S.  35  und  3().  Anm.  d.   l'h. 

**)  Im  bayrischen  Coordinatensystem  ist  4  .'•  der  Nordzweig  des  Müufhoner  Meri 
dians,  wälirend  -+  y  der  nach  Westen  gerichtete  Zweig  des  auf  dem  Meridian  im 
Nullpunkt  .senkrecht  stehenden  Grosskreises  ist.  Anm.  d.  l'b. 

t)  Monatl,  Korresp.     üct.  1805.     S.  366. 

tt)  Monatl.  Korresp.     April  1812.     S.  334.  Anm    d    Verf. 

(her  die  Itestiinmung  der  Polhöhe  von  Mimcln.n  durch  Schicfjfi  u.  A.  vgl.  auch 
.,I)ie  bayrisihe  Landesvermessung"  8.  563  und  fi"  S  '>>^\  wird  tichicyy's  l.'esultat  auf 
48'J  8'  20,"57  verbessert  Anm.  d.  Üb. 
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0',000  zu  vergrösseiii  ist;  aus  diesen  Beobaclituiii,'en  «rgiebt  sich  demnach, 
dass  der  Mittcliiunkt  des  Bocrenhauser  Observatoriums  10'"  l3'-,47()  öst- 
licher liegt  als  der  Mittelpunkt  der  Tübinger  Sternwarte.  *) 

Die  Ivesultate  der  astronouiischen  Beobachtungen  stimmen  also  gut 
mit   den  geodätischen  Berechnungen  überein. 


§  27. 


Zum  Scliluss  dieser  Abhandhing  soll  noch  einiges  über  die  trigono- 
metrische Bestimmung  der  Höhenunterschiede  beigefügt  werden.  Es  seien 
zwei  Punkte  .1  und  JJ  angenommen,  von  welchen  der  erstere  im  Meeres- 
sjüegel,  der  letztere  über  demselben  liege  und  es  werde  von  B  auf  die 
durch  Ä  gehende  Meeresfläche  die  Normale  //  gezogen,  welche  den  Höhen- 
unterschied der  beiden  Punkte  A  und  B  vorstellt.  Das  Sphäroid  werde 
nun  durch  eine,  die  Normale  des  Punkts  A  enthaltende  und  durch  den 
Punkt  J)  gehende  Ebene  geschnitten  und  es  werde  in  dieser  Schnittebene 
(inrcli  den  Punkt  A  die  Normale  zu  dem  durch  den  Schnitt  entstandenen 
I*]lli)»senbogen  gezogen.  Diese  Normale  wird  nicht  zusammenfallen  mit  der 
Normalen  zur  Meeresfläche  in  Ä  (§7);  der  aus  der  Abweichung  entstehende 
Fehler  aber  ist  jedenfalls  vollständig  verschwindend,  weil  die  in  den  beiden 
Normalen  gemessenen  Höhenunterschiede  sich  ver- 
halten wie  der  cos  des  sehr  kleinen  Winkels  zwi- 
schen beiden  Normalen  zu  1.  Wenn  nun  der 
Schnittpunkt  der  beiden  Normalen,  welche  in  A 
und  B  zu  dem  in  der  Schnittebene  liegenden 
Ellipsenbogen  gezogen  werden,  C  heisst  und  r 
bezw.  d  bezeichnen  den  Krümmungshalbmesser  des 
Rllipsenbogens,  bezw,  die  horizontale  Entfernung  der 
beiden  Punkte  Ä  und  B  (vgl.  Fig.  13),  so  ist 
sehr  nahe  der  Winkel  C  in  Sekunden 


C" 


(vgl.  §  5) 


oder 


l''it;ur  \'J. 


C"  =  S.d         (vgl.  ^  21). 
Nim  ist  in  dem  ebenen  Dreieck  ACB  gegeben  die  wahre  Zenitdistanz 


*)  Über  die  Ht'obatlitun^'cii  zur  J']riiiittoluiig  der  Li'uifrt'nuntcrscliieile  von  lircst, 
Paris,  vStrassbiug,  Tübingen,  Müncbcn  vgl.  ,Die  bayrische  Laiidesveriiicssung" 
S.  GGO  u.  ff.;  auch  Köhler  a.  a.  0.,  Ö.  275-205.  Anni    d.  Üb. 
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des  Punkts  B  vom  Zenit  des  Reol»achtniigsorts  .1  und  zwar  setzt  sich 
diese  zusamnmn  aus  der  l)eobachteten  Zenitdistaiiz  z'  und  der  ter- 
restrischen Refraktion  ^>,    nämlich 

z  —  z  ^-  p  ; 
der  Winkel  ABC  ist  ist  gleich  {z  —  C),  somit  ist 
(r  ^-  h)  sin  {z  —  C)  —  r  sin  z 
oder  nach  leiciiter  Umformung 

2  r  sin-^  C  cos  {z  —  -g  0) 
sin  {z  —  C) 
oder,  da  für  0:=  1"  der  Bogen  d  nur  um  1,4  m  grösser  ist  als  seine  Sehne, 

d  cos  (z  —  2  ^) 
sin  (z  —  C) 
Wenn  aber  die  beiden  angenommenen  Punkte  Ä  und  B  über  der 
Meeresfliiche  liegen,  und  zwar  in  den  Höhen  //,  bezw.  Ili  {Hi  >  11),  und 
die  Entfernung  d  ist,  was  gewöhnlich  der  Fall,  auf  den  Meeresspiegel  redu- 
ziert, so  ist  an  Stelle  von  d  zu  setzen  \\  +  —)d  und  man  wird  also  nach 
der  obigen  Gleichung  den  gesuchten  Höhenunterschied  h  erhalten  aus 

cos  {z  —  -nC) 


=  H,-H=(l+^)d 


r  ^     sin  {z  —  C) 

Die  terrestrische  Refraktion  p  kann  gesetzt  werden  gleich  k .  C,  wobei  /,• 
einen  für  denselben  Zustand  der  Atmosphäre  konstanten  Koeffizienten, 
den  sog,  Refraktionskoeffizienten  bezeichnet;  dabei  sind  jedoch  die- 
jenigen Fälle  auszunehmen,  in  welchen  der  Lichtstrahl  sehr  nahe  über  der 
Erdoberfläche  hinstreicht.*) 

Gauss  hat  aus  seinen,  in  den  Sommermonaten  1822  und  1823  an- 
gestellten Beobachtungen  Je  —  0,0639  abgeleitet. 

Die  oben  angegebene  Gleichung  kann  man  in  eine  bequemere  und 
dabei  genügend  genaue  Form  bringen.  Führt  man  die  unmittelbar  be- 
obachtete Zenitdistanz  /  ein,  so  erhält  man 


*)  Es  ist  hier  eine  Stelle  des  Textes  ausgelassen  worden ,  welche  nach  einem 
Aufsatz  („Versuch  einer  auf  Erfahrung  gegründeten  Bestimmung  terrestrischer  Eefrac- 
tionen",  2.  Teil,  S.  485—504)  in  ;;.  Zach's  Monatl.  Korresp.  Juni  1805.  S.  493  die 
Werte  des  Refraktionskoefßzienten  für  verschiedene  Barometerstände  angiebt.  Bohiicn- 
bergrr  verbessert  die  a.  a.  0.  S.  491  aufgestellte  Formel  für  die  Veränderungen  der 
Jtefraktion  mit  sich  verändernder  Lufttemperatur.  Die  in  dieser  Zusammenstellung 
gegebenen  Zahlen  sind  übrigens  nicht  von  grossem  Werte  und  es  ist  deshalb  oben  nur 
der  tr(m.s.s'sche  mittlere  ßefraktionskoeftizient  beibehalten  worden.  Unter  der  Annahme 
eines  konstanten  RefraktionskoefBzienten  erhält  man  bei  der  Berechnung  trigono- 
metrischer Höhenmessungen  für  viele  Zwecke  brauchbare  FJesultate,  so  lange  die  Ent- 
fernungen der  betreffenden  Punkte  nicht  gross  sind. 

Gansfi  bezeichnet  übrigens  nicht  den  oben  k  genannten  Wert,  sondern  das  doppelte 
desselben  als  llefraktionskocfliziunten.  Anm.  d.   Üb. 
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cosi 


(l-'k)C         sind  — Je)  C 
H^^H        <os  J  /  -  (l  -  Je)  i '  I      ^^^^  ^  co7(  1  —jh)jy^^^Jl—k)C 

II  ~     sin\z'  —  {\—l:)C\~  \—cfoz'tg{\  ~  k)  C 


— ^  ( 
1  + 


r 

Nimmt  iiiiiii  mm  aber  C'=  1'^  an,    so  ergiebt  sidi  mit  doiii  obigen 

cos  (-  —  /i")  C 
Wert  von  Je  der  Ausdruck       -;       ,  w>  =  1  i000l05,  also  sehr  nahe  gleich  1 , 
cos  (1  —  Je)  C 

Ulli!  anstelle  von  smC:^  —  jAr,  ä/n{\  —Je)C\  c>is{\      /.)  C  kann  gesetzt 

werden  bezw.  Ty  -  k^  C,  (1  — k)  C  und  1,  so  dass  man  nach  Einsetzung 
des  Werts  von  C  die  Gleichung  erhält 

/         rf\  ^ *^^y ^'  +  (1  —  2  Je)  ^- 

/,  =  //,-y/  =  (,  +  ^0 -,r- 

oder  auch,  wenn  man  il  c/(j  z' ^^  Ji'  setzt 

Der  Faktor  (  I   i-      j  ist  in  den  meisten  Fällen  gleich  1  zu  setzen.     Die 

Grösse  Ji  =  d cot</ z'  drückt  dann  die  Höhe  des  Punkts  B  über  der  Kbene 
ans,   welche   das  Erdsphäroid    im   Beobachtungsort  .4  berührt,    das  Glied 

(i—2k)^_  enthält  die  von  der  Krümmung  der  Erdoberfläche  herrührende 

Korrektion,  sowie  den  grössten  Teil  der  wegen  der  terrestrischen  Kefraktion 

anzubringenden,  da  das  letzte  (Jlied  (1 — Je) —   stets  sehr  klein  ist.    Beim 

geometrischen    Nivellieren    pHegt    gleichfalls    das   eben    genannle   erste 
Korrektionsglied,  jedoch  mit  Vernachlässigung   der  Refraktion,   d.  h.  also 

r/2 
die  Korrektion  ^  angewendet  zu  werden,  wie  schon  von  J.amlxrl  ange- 
geben wurde.*)    Wegen  der  Unsicherheit  der  Hestimnum^  der  terrestrischen 

*)    Picard'ti  Ahliandliiiij;  vom  W;issci\v;is,'en  mit  iiciumi  Beylräpen  von    lAtiiihni, 
t?,  '2:i2,    iS>  :52  u.  11". 

Diese  Schrift,  wciclie  1770  er.schion,  i.st  eine  Bearbcilunj;  der  / Vis sYira»f 'sehen 
I'bersetzunp  von  /Vnt/v/'s  Abhanillin)<r,  wi'Uli  letztere  iibripen.«;  ni<ht  mehr  von  l'iaird, 
.sondern  von  Jjn  Jfirc  mit  eigenen  /nsiUzen  iurain^jjt'jjeben  wurde,  l'iatid  hat.  wohl 
das  erste  Niv(  llicr-In.stniment  herfjfestelit ,  <la.s  diesen  Namen  verdiente,  indem  er  die 
vorher  im  Gebrauch  befindlichen  „Wasserwaagen",  bei  welchen  die  Horizontale  direkt  durch 
die  beiden  in  einer  Horizonts lebeno  liegenden  Wasserspiegel  einer  an  den  Enden  anlge- 
bogenen  Röhre  (Kanahvage)  oder  mittelst  eines  Diopters,  dessen  Axe  senkrecht  zu  einem 
Bleilot  stand,  hergestellt  wurde,  durch  ein  In.strument  ersetzte,  an  welchem  ein  Fern- 
rohr angebracht  war.  dessen  optische  Axe  nunmehr  die  Horizontale  lieferte;  die  Hori 
zontale  wurde  dabei  allerdings  noch  durch  die  Senkrechte  aut  einem  möglichst  langen 
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Refraktion  braiiclit  man  bei  der  Berechnung  der  trigonometrischen  Höhen- 
messungen der  vom  Azimut  abhäng-enden  Veränderlichkeit  der  Krümmung 
der  Erdoberfläche  keine  Reclinung  zu  tragen.  Setzt  man  nämlicli  die  geo- 
gra{thische  Breite  gleich  48"  und  die  Entfernung  <f=100Am,  so  beläuft 
sich  der  Unterschied  der  Werte,  welche  das  Hauptkorrektionsglied  (1  — 2L-). 

2.  für  die  Azimute  0"  und  90^  annimmt,  auf  nur  2,04  „,, 

Wendet  man  aber  einen  Krümmungshalbmesser  an,  welcher  dem 
Azimut  45*^  entspricht,  oder,  was  nahezu  dasselbe  ist,  nimmt  man  bei  der 
mit  Hilfe  der  Tafel  U.  gemachten  Berechnung  des  Radius  r  das  arithme- 
tische Mittel  der  gefundenen  Logarithmen  von  JA  und  A'  (i^  24)*),  so  wird 
jener  Unterschied  im  ungünstigsten  Fall  auf  die  Hälfte  des  oben  ange- 
gebenen Wertes  herabgedrückt.  Damit  ist  nun  also  gemäss  Tafel  II,  unter 
der  geographischen  Breite  48" 

-^  {log  M  f  %  A')  "  8  .  50  9632  —  1 0     für  (^=:  48 <> 

i;%(»"  =  4.68  5575  —  10 

/o^^  =  3.19  5207  — 10 

Zo^  J  (1  — 2  il)  =  9  .  63  9586  —  10 


2 


Zo(/(l  —  2  A:)^  =  2  .  83  4793  —  10 


log{\  —Ä;)  =  9.97  1322  —  10 
log  (1  _  Z")  i  =  3  .  16  6529  —  10 


für  k  —  0,0639. 


Die  Logarithmen  2.83479 — 10  und  3.16653 — ^10  kann  man, 
wie  oben  bemerkt,  bei  Berechnung  eines  ziemlich  ausgedehnten  trigono- 
mf^trischen  Höhennetzes  als  konstant  annehmen. 

Es  sei  z,  B.  z  =  88*^  43'  26"  beobachtet  und  d  —  25000,,,,  so  wird 
die  Rechnung  folgendermassen  zu  führen  sein: 


Bleilot  bestirnuit.  In  der  genannten  Abhandlung  werden  eine  Reihe  von  Wasserwagen 
beschrieben,  ihre  Rektifikation  angegeben  und  die  Ausführung  des  „Wasserwägens" 
mit  denselben  geleiirt.  In  LamhcrCs  Beiträgen  wird  in  den  §§  00  und  82  eine  Li- 
Itelle  (S.  218  u.  ft")  in  Verbindung  mit  einem  Fernrohr  als  die  genaueste  Wasserwage 
empfohlen  (von  Mechanikus  Bianüer  in  Augsburg  als  „ein  ganz  neues  Mittel  gefunden, 
die  Axe  des  Tubus  bey  einer  Wasserwage  in  eine  genau  horizontale  Lage  zu  bringen'"  j. 

Anin.  d.   Üb. 

*)  Bohrtenherfier  benützt  also  hier  den  Halbmesser  r  —  ]/>■]  r.j,  dessen  Reciproke 
das  ^frtj'.s-.s'sf'he  Krümmungsniass  der  Kllipsnidtläche  ist.  Dieser  Halbmesser  dient  .sonst 
auih,  statt  des  von  B  verwendeten  Krümmungslialbnie.ssers  y,  des  ersten  Vertikals, 
zur  sphärischen  ßerechnung  der  llorizontalmessungen;  vgl.  darüber  z.  B.  Jordan, 
Handbuch  der  Vermessungskunde,  II.  Hand.    1878.    S.  45.  A»m.  d    t'b. 
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log  fZ  =:  4  .  39  7940 
%c/;^/  =  8.34  7838-  10 

hffh' =  2.  7  4  b77S 

lo(j ./2=^  8.  79588 
ciinf>tlog  =  2  .  83479  —  10 

1 . 63067 


//  =  5r,6.90, 


-t-    42,724 


/rt//Ä'2-=5.49i:.6 
ronst  log  =  3  .  16653 


10 


8.65809—10    i 


0,04, 


gesuchter  Höhenunterschied      h  =  .",99,67», 

Wenn  man  (li(.'  erste  Formel  zur  Kechnung  verwenden  will,  so  wird 

l  (log M  (-  log  A)  =  8  .  50963  —  1 0;  d  =  25000 ,n 

%^/  =  4.39794 

log  C"=  2  .  90757 
%/.-  =  8.80550  — 10 

log  p"  =  log  l'  C 


1.71307 


%r?  =  4.39  7940 
log  cos  {z-~  C)  =  8  .  37  9831 
FAog  sin  [z  —  C)  =  0  .  00  0146 


z'=.     .     .880  43'  26,"o 
C=808,"3  =  0     13    28,  3 


C  = 


0 


6   44,  1, 
51,65 


^  =  88    44    17,  6, 


z--^C  = 


37    33,  5 
0  =  88     30    49 


Zo^//  =  2.77  7917 

d.  li.  es  wird  gesuchter  Höhenunterschied  h 
Kechnung  sehr  nahe  übereinstinimcnd. 


599,68,,,,  also  mit  dnr  vorigen 
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Tafel  I. 

-A-d-dita.  m.en.te3::LteLf el_ 

Reduktion  von  log  sin  auf  logarc  und  umgekehrt  in  Einheiten  der?.  Dezimalstelle. 


Jo(f  areus  =  log  sin  +  t. 


Den  säm 

tlichcn 

log 

s  i  n  ist 

—  10 

anzuhängen. 

Ig.  sin 

t. 

Ig.  sin 

t. 

lg.  sin 

t. 

lg.  sni 

t. 

Ig.  sin 

t. 

Ig.  sin    t. 

6.500 

O.I 

7.250 

^•3 

7.550 

9-' 

7.850 

56.3 

8.150   144.4 

8.450 

57)-i 

600 

O.I 

260 

2.4 

560 

9-5 

860 

38.0 

160 

151.2 

460 

602.2  ' 

700 

0.2 

270 

2.) 

570 

lO.O 

870 

39.8 

170 

158.4 

470 

630.6 

800 

0.5 

280 

2.6 

580 

10.5 

880 

41.7 

180 

165.8 

480 

660.1 

900 

0.5 

290 

2.7 

590 

II.O 

890 

43.6 

190 

173.6 

490 

691.5 

7.000 

0.7 

7.300 

2.9 

7.600 

II. 5 

7.900 

45-7 

8.200 

181.8 

,8.500 

724.1 

010 

0.8 

510 

3.0 

610 

12.0 

910 

47.8 

1 
210  1  190.^ 

510 

758.2 

020 

0.8 

320 

3-2 

620 

12.6 

920 

50.1 

220 

199.4 

520 

794.0 

030 

0.8 

530 

3-3 

630 

13.2 

930 

52.4 

230 

208.8 

530 

831.4 

040 

0.9 

340 

3  J 

640 

13.8 

940 

54-9 

240 

218.6 

540 

870.6  , 

7.050 

0.9 

7.350 

3.6 

7.650 

14.4 

7.950 

57-5 

8.250 

228.9 

8.550 

9II-7 

060 

I.O 

360 

3.8 

660 

15.1 

960 

60.2 

260 

239.7 

560 

954.6  I 

070 

I.O 

570 

4.0 

670 

15.8 

970 

63.1 

270 

251.0 

,  570 

999.7 

080 

1.0 

380 

4.2 

680 

16.6 

980 

66.0 

280 

262.8 

580 

1046.8 

090 

I.I 

390 

4.4 

690 

17.4 

990 

69.1 

290 

275.2 

590 

1096.2 

7.100 

I.I 

7.400 

4.6 

7.700 

18.2 

8.000 

72.4 

8.300 

288.2 

8.600 

1 147.8 

HO 

1.2 

410 

4.8 

710 

19.0 

010 

75.8 

310 

301.8 

610 

1202.0 

120 

1-3 

420 

5.0 

720 

19.9 

020 

79-4 

320 

316.0 

620 

1258.7 

130 

1-3 

430 

5.2 

730 

20.9 

030 

83.1 

330 

330.9 

630 

i;i8.o 

140 

1.4 

440 

S-S 

740 

21.9 

040 
8.050 

87.0 

340 

346.5 

640 

13S0.2 

7.150 

1.4 

7.450 

5.7 

7.750 

22.9 

91. 1 

8.350 

362.8 

8.650 

'445-3 

160 

1-5 

460 

6.0 

760 

24.0 

060 

95-4 

360 

379-9 

170 

1.6 

470 

6.3 

770 

25.1 

070 

99.9 

370 

397.8 

180 

1.7 

480 

6.6 

780 

26.3 

080 

104.6 

380 

416.6 

190 

1-7 

490 

6s 

790 

27.5 

090 

109.6 

390 

436.2 

7.200 

1.8 

7.500 

7.2 

7.800 

28.8 

8.100 

114.7 

8.400 

456.8 

210 

1.9 

510 

7.6 

810 

30.2 

1 10 

120.1 

410 

478.3 

220 

2.0 

520 

7-9 

820 

31.6 

120 

125.8 

420 

500.9 

230 

2.1 

530 

8.3 

830 

331 

130 

131.7 

430 

524.5 

1 

240 

2.2 

540 

8.7 

840 

34-7 

140 

137-9 

440 

549-1 

7.250 

-•> 

7.550 

9.1 

7.850 

36.3 

8.150 

144.4 

8.450 

575-1 
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Tafel  II. 

ilf  s  tsif  el 
zur  Berechnung  der  geographischen  Coordinaten  aus  den 
rechtwinkligen  sphärischen  Coordinaten. 


Breite. 

log  M.      ! 

log  N. 

Proportional-Teile. 

47"    u' 

8.510  3602 

8.5090^)51 

1.     V  ü  r 

VI  i  11  u  t  e  n. 

1 

lO 

20 
30 
40 
SO 

3476 
3  349 
3223     j 
3096 
2970 

8.5090009 

8.5089966 

.;924 

9882 

9840 

' 

Diff. 
M. 
127 

Diff.  1 
M. 
126 

Diff. 
M. 
125 

Diff. 
42 

Diff. 

N. 

I 
2 
) 
4 
S 

12.7 
25.4 
58.1 
50.8 
65.S 

12.6 
25.2 

37-8 
50.4 
63.0 

12.S 
25.0 

37-5 
50.0 
62.5 

4.2 

8.4 
12.6 
16.8 
21.0 

4.1 

8.2 

12.3 

16.4 
20. 5 

48'^  0' 

10 
20 
30 
40 
SO 

8.5102844 

8.5089798 

2717 
2591 
246  s 

2339 
2213 

9756 

9714 
9672 
9630 
9588 

6 

7 
s 

9 
10 

76.2 
88.9 
1 0 1 .6 

114.3 
127.0 

7S.6 

88.2 

100.8 

113.4 

126.0 

7S-0 
87.S 

lOO.O 

112.5 

125.0 

25.2 
29.4 
33.6 
37.8 
42.0 

24.6 
28.7 
32.8 
36.9 
41.0 

49"   0' 

10 
20 
30 
40 
SO 

8.5102088 

8.5089546 

1962 
1836 
1711 
1586 
1460 

9504 
9462 
9420 
9378 
9337 

" 

II.     F  ü 

r  Sek 

unden 

r 
2 

3 
4 
5 

0.21 
0.42 
0.64 
0.85 
1.06 

0.21 
0.42 
0.65 
0.84 
i.os 

0.2 1 
0.42 
0.62 
0.83 
1.04 

0.07 
0.14 
0.21 
0.28 
0.3s 

0.07 
0.14 
0.20 
0.27 
0.34 

BO-^   0' 

8.510T335 

8.508  9295 

10 
20 
30 
40 
SO 

1     510   0' 

1 

1210 
1085 
0961 
0S36 
0712 

92  s  3 
9212 
9170 
9129 
9087 

6 

7 
8 

9 
10 

1.27 
1.48 
1.69 
1.90 
2.12 

1.26 

1.47 
1.68 
1.89 
2.10 

1.25 

1.46 

1.67 

,    1.87 

1    2.08 

0.42 
0.49 
0.56 
0.65 
0.70 

0.41 
0.48 

o.SS 
0.61 
0.68 

8.5100587 

8.508  9046 

Den  sämtlichen  Loi;  M  uml   Log  N  ist  --  10  anzulinngeii 

t»"        3600 


M  = 


5600 

180. 60. 60 


N  = 


gl 


wobei 


r2  der  Krümniungslialbm.  d.  Merid.  in 
go  die  Länge  eines  Grads     »        »         » 
Die    der     l'afel    zu    (irinid    üe 
vgL  S.    10  und    I  I    und  die  folgende 


(vgl.  Anmerkung  S.  12  und  die  folgende  Seite). 

"/  T]   der  Krümmungslialbni.  d.  i.Vert.  in  1» 

»  gl  die  Länge  eines  Cirads     »   «        »      »   » 

genden    lürddimensionen    sind    die    ßcs.se/'sclien, 

Seite. 
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Tafel   IL 

Fortsetzung. 

Den  sämtliclien  log  M  und  log  N  ist   —  lO  an^uhängen. 


Breite. 

log  M. 

log  N. 

Pro 

portional-Teile. 

51"   o' 

8.5100587 

8.508  9046 

9004 
8963 
8922 
8881 
8839 

I. 

Für 

Minuten. 

lO 

20 

30 

40 

so 

0463 

0359 

0215 

0092 

8.5099968 

' 

Diff. 
M. 
124 

Diff.  ; 
M. 
123    1 

Diff. 
M. 
122 

Diff 
N. 
41 

Diff. 
N. 
40 

I 
2 
3 
4 
5 

12.4 
24.8 
37.2 
49.6 
62.0 

12.3  ] 

24.6 

36.9 

49.2 

61.5 

12.2 
24.4 
36.6 
48.8 
61.0 

4.1 
8.2 

12.3 
16.4 
20.5 

4.0 

8.0 

12.0 

16.0 

20.0 

520   0' 

8.5099845 

8.5088798 

10 
20 
50 

40 
50 

9722 

9)99 
9476 

9354 

9231 

8757 
8716 

8675 
8634 
8594 

6 

7 
8 

9 

IG 

744 

86.8 

99.2 

I  [1.6 

124.0 

73.8 

86.1 

98.4 

110.7 

125.0 

73.2 

85.4 

97.6 

109.8 

122.0 

24.6 
28.7 
32.8 
36.9 

41.0 

24.0 
28.0 
32.0 
36.0 
40.0 

53'J   0' 

8.509  9109 

8.5088553 

10 
20 

30 
40 
SO 

8987 
8865 

8744 
8622 
8501 

8512 
8472 
8431 
8591 
8350 

" 

II.     Für  Sekunden. 

I 
2 

5 

4 
5 

6 

7 
8 

9 

10 

0.21 
0.41 
0.62 
0.83 
1.03 

0.21 
0.41 
0.62 
0.82 
1.03 

0.20 
0.41 
0.61 
0.8! 
1.02 

0.07 
0.14 
0.20 
0.27 
0.34 

0.07 
0.13 
0.20 
0.27 
0.33 

540   0' 

8.5098380 

8.5088510 

10 
20 
30 
40 
SO 

8259 
8139 
8019 
7899 

7779 

8270 
,            8230 
8190 
8150 
8110 

1.24 
1-4) 
1.65 
1.86 
2.07 

1.23 
1.44 
1.64 
1.85 
2.05 

1.22 
1.42 
1.63 
1.83 
2.03 

0.41 
0.48 
0.55 
0.61 
0.68 

0.40 
0.47 
0.53 
0.60 

0.67  1 

550   0' 

8.509  7659 

8.5088070 

Elemente  des  Erdsphäroids  nach  Bessel. 

.  ^      .         ^  a        298,1528289 

loga  (in  »0  =  6.8046434-64     .  Y=  49:75^''     -'-'^^ 

log  e2  =  7.824  4104' I5-  10     ,     log  (i  —  e2)  =  9.997  09i6'4i 
Weitere   mathematische  Konstanten: 


10. 


Modul  der  Brigrjr'schen  Log.  .  . 
Umfang  des  Kreises  vom  Durchm.  i 


K  =  0,454  2944-819 
n=  5,141  5926-536 


180  .60.60  ,■      ^       f,o     C 

=:  206264,    806     25 

TT 


9.637  7843'  'l— 10 
0.497  1498-73 

5.3144251-33. 
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